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١ فصل

هندسه در جبری تفکر و جبر اهمیت

مقدمه ١.١

مͬ�یابد توسعه مͬ�گیرد، شͺل ریاضیات از ما دانش آن در که است قلمرویی به ورود دروازه�ی «جبر»

در ریاضͬ آموزش از مهم بخشͬ جبر که است چنین این مͬ�خورد. پیوند ما پیرامون جهان به و

داده اختصاص خود به دنیا، کشورهای دیͽر در بلͺه ایران، و استرالیا در تنها نه را عمومͬ دوره�های

است.

سال ٣۵٠٠ در بابلیان و دیوفانتوس١ یونانͬ، ریاضیدان به مͬ�کنیم، تدریس که جبری تاریخͬ نظر از

١۵٩١ سال در ویته٢ فرانسوی، ریاضیدان به و است جدید نسبتاً امروز جبر زبان امˁا بر�مͬ�گردد. پیش

کرد. طبقه�بندی را جبر محتوای میلادی ١٧٧٠ سال در نیز اویلر٣ برمͬ�گردد. میلادی

١Diophantus
٢Viete
٣Euler



۶ جبر توجهͬ قابل مقدار ٢.١

جبر توجهͬ قابل مقدار ٢.١

معادلاتخطͬ، ،١ جبر در مͬ�شد. داده یاد دانش�آموزان به قسمت دو در آمریͺا دبیرستان�های در جبر

قوانین فاکتورگیری)، (شامل جمله�ای عباراتچند عملیاتروی خطوط، نمایشهندسͬ نامساوی�ها،

مͬ�شد. تدریس گویا عبارت شاید و ساده دوم درجه عبارت جذر، خطͬ، سیستم�های مثبت، توان�های

عملیات nام، ریشه�های و گویا توان�های گاه آن شده، یادآوری و مرور ،١ جبر مفاهیم ابتدا ،٢ جبر در

کمͬ وشاید لͽاریتمͬ و نمایی توابع دوم، درجه و خطͬ توابع توابع، اساسͬ مفاهیم ماتریس�ها، روی

بود. موارد این جبر" توجه قابل "مقدار از منظور مͬ�شد. تدریس احتمال و ترکیب

مͬ�گیرند. یاد که نگفتیم و مͬ�شد داده یاد دانش�آموزان به مباحث این که گفتیم باشید کرده دقت اگر

عنوان به شده، بیان جبری موضوعات است. دانشجبری دانستن ضرورت نشان�دهنده�ی موضوع این

واحدهای باید دانش�آموزان از بسیاری امˁا مͬ�شود، گرفته نظر در دانشͽاه�ها از بسیاری در نیاز پیش

را ٢ جبر هم و ١ جبر هم دانش�آموزان، که موضوع این آمریͺا، در کنند. اتخاذ دانشͽاه در را جبر

آن�هایی بلͺه شود، مͬ شامل را دارند دانشͽاه به رفتن قصد که دانش�آموزانͬ تنها نه ببینند، آموزش

تعصب داشتن بدون مͬ�کنیم سعͬ اکنون مͬ�شود. شامل نیز را نرسانده�اند اتمام به را دبیرستان که

بنگریم. جهان در جبر موقعیت به ریاضیات، به

است پنهان جبر است، نمایان جا همه حساب علم ٣.١

و اعشاری اعداد کسرها، صحیح، اعداد مͬ�دانند. را حساب علم دانستن ضرورت افراد بیشتر

را آن از صفحه ͷی و برداریم روزنامه ͷی کافیست مثال برای مͬ�شوند. ظاهر جا همه درصدها

حساب علم فروشͽاه�ها، در خرید برای حتّͬ شویم. موضوع این متوجه تا کنیم نگاه اتفاقͬ طور به

ولͬ کنند، ضرر حساب علم ندانستن از است ممͺن افراد مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد جبر از بیشتر

علم هم علمͬ انتشارات در کند. تضعیف چنان آن را آن�ها جبر دانش ندانستن که نمͬ�رسد نظر به

مͬ�شود. ظاهر جبر از بیشتر حساب

و دانشͽاه به ورود برای کنند. مطالعه را آن باید دانش�آموزان زیرا است، مهم جبر حال عین در



٧ جبر یادگیری و مطالعه اهمیت دلایل ۴.١

است. نیاز جبر دانستن به امتحانات، بعضͬ در خوب نتایج کسب نیز و پیشرفته�تر دروس گذراندن

قرار مدرسه ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی در باید جبر چرا که نمͬ�کنند بیان خوبی به دلایل این امˁا

ندارند نیازی آن دانستن به مͬ�کنند احساس که بͽیرند یاد را موضوعͬ بخواهیم افراد از اگر بͽیرد.

از همچنین و مͬ�شود مشͺل آن یادگیری و یاددهͬ ندارد، روزمره زندگͬ در کاربردی آن�ها برای یا

مͬ�برند لذت حساب خواندن از بیشتر جبر خواندن از افراد که بͽوییم باید نمͬ�برند. لذت آن یادگیری

مͬ�شود. منتقل دیͽر نسل به نسلͬ از جبر به گرایش این و

جبر یادگیری و مطالعه اهمیت دلایل ۴.١

دارد: وجود جبر یادگیری برای کاربردی دلایل

است دروازه ͷی جبر ١.۴.١

نمͬ�تواند همچنین شود. مطلوب دانشͽاه�های وارد نمͬ�تواند شخص جبر، دانستن بدون آمریͺا در

دلیل همین به شود. کارآموزی برنامه�های وارد نمͬ�تواند حتّͬ کند. اختیار را مشاغل از بسیاری

نامیده�اند. مدنͬ حق ͷی را جبر مطالعه�ی آموزشͽران، که جایی تا است. دروازه ͷی جبر مͬ�گوییم

دلایل است؟ لازم جبر مطالعه�ی چرا که دارد وجود سؤال این هم هنوز موضوع، این دانستن با

کنیم. بیان ادامه در را دیͽری عمده�ی

است تعمیم زبان جبر ٢.۴.١

مͬ�کنیم، ضرب هم در را کسرها صورت کسرها، ضرب برای معمولͬ: زبان به کسرها ضرب قانون

حاصل کسر مخرج آوردن دست به برای مشابه طریق به و آید دست به ضرب حاصل کسر صورت تا

مͬ�کنیم. عمل ضرب



٨ جبر یادگیری و مطالعه اهمیت دلایل ۴.١

مثال: برای
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جبر زبان بنابراین مͬ�باشد. حساب زبان به شبیه نیز و است معمولͬ زبان از کوتاه�تر جبر زبان پس

است. معمولͬ زبان از آسان�تر

شخص به ممͺن، شͺل ساده�ترین در که دارد وجود مساحت برای فرمول�هایی مͬ�دانیم که همانطور

حجم محیط، با مرتبط فرمول�های همچنین کند. محاسبه را دیوار یا سطح مساحت که مͬ�کند ͷکم

ساخت در مثال عنوان به مͬ�شود. گرفته کار به روزمره زندگͬ در عملͬ شیوه�ی به که احتمال حتّͬ و

درآمد، بر مالیات تعیین تیم، ͷی پیروزی احتمال درصد آوردن دست به زمین، ͷی اطراف در نرده

افراد مͬ�شوند. گرفته کار به فرمول�هایی دیͽر مالͬ موضوع هر و تخفیف کالا، فروش بر مالیات

ͷکم آن�ها به جبر دانستن امˁا ببرند، پیش را خود کارهای هم فرمول�ها از استفاده بدون مͬ�توانند

باشند. متکͬ خود به و بخورند فریب سودجو افراد بوسیله کمتر که مͬ�کند

مͬ�دهد را مشابه سؤالات به همزمان پاسخ�گویی توانایی فرد به جبر ٣.۴.١

روزی چه در رویداد، این که بدانیم مͬ�خواهیم داریم، ذهن در را خاصͬ رویداد تاریخ مثال، عنوان به

برگشتن، عقب به و هستیم آن در که روزی گرفتن نظر در با بتوانیم شاید است. افتاده اتفاق هفته از

داشته نوع این از بسیاری سؤالات اگر امˁا بیابیم. را پاسخ کبیسه، سال�های گرفتن نظر در نیز و

است: زیر قرار به فرمول�ها این از ͬͺی داریم. فرمول به نیاز پاسخ�دهͬ برای باشیم،

W = d + ٢m + [
٣(m + ١)

۵
] + y + [

y

۴
] − [

y

١٠٠
] + [

y

۴٠٠
] + ٢
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بͽیرید)، نظر در قبل سال ماه چهاردهمین و سیزدهمین عنوان به را ژانویه و (فوریه ماه :m روز، :d

سال :y

نشان�دهنده�ی باشد، مͬ� ۶ تا ٠ از که باقیمانده و کرده تقسیم ٧ بر را آن شد، محاسبه W که وقتͬ

جمعه). یعنͬ ۶ یͺشنبه،...، با برابر ١ شنبه، یعنͬ مͬ�باشد(٠ هفته روز

کمیت�هاست بین روابط زبان جبر ۴.۴.١

بدانند. را مͬ�شوند، ظاهر بسیار معمولͬ زبان در که معین، ریاضͬ روابط معانͬ باید افراد همه�ی

آمار (در برازش خط معکوس، جذر قانون مستقیم، تغییر لͽاریتمͬ، رشد نمایی، رشد قبیل: از

غیرهمزمان، شدن ͷنزدی جبر)، همچنین و عمومͬ ریاضͬ (در تغییرات نرخ جبر)، همچنین و

مͬ�شوند. مواجه موضوعات این با موقعیت�ها از بسیاری در که غیره، و درون�یابی برون�یابی،

است مسائل از معینͬ انواع حل برای زبانͬ جبر ۵.۴.١

داشت، وجود جبر درسͬ کتاب�های در مͬ�شد، ترجمه ریاضͬ زبان به که مسائلͬ تنها گذشته، در

و موقعیت�ها شامل مسائل، امروزه مͬ�شد. نامیده لفظͬ مسائل یا گفتاری مسائل مسائل، این که

مͬ�توانید اندازه چه تا بخورید، مͬ�توانید غذا نوع ͷی از میزان چه هستند. روزمره و عادی جریان�های

جمعیت رشد نرخ به توجه با آتͬ سالیان در شهر ͷی جمعیت تعیین یا و باشید خاص رژیم ͷی در

شهر. آن

کمیت مͬ�توانیم کمیت، ͷی بودن مشخص با شده�اند، مرتبط هم به فرمول ͷی در کمیت دو وقتͬ

پیچیده�تر فرمول�های با که آورده بوجود را امͺان این تکنولوژی، امروزه آوریم. دست به را دیͽر

کاربردی، مسائل به که مͬ�کند فراهم را امͺان این ،ͬͺگرافی حساب ماشین از استفاده شویم. مواجه

بین روابط دیͽر و توابع نمودار دهیم. پاسخ نداریم، آن�ها حل برای جبری الͽوریتم که زمانͬ حتّͬ

داشت. نخواهد وجود جبر بدون هندسه این و هستند " جبر هندسه�ی " متغیرها
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است معین ویژگͬ�های با ساختارها مطالعه�ی جبر ۶.۴.١

بدون عرض)، ضربدر طول (مساحت= گفتاری زبان Aبه = LW مانند جبری فرمول ͷی ترجمه�ی

ویژگͬ�هایی اعداد، روی عملیات نیست. سودمند چندان اعداد، روی عملیات ویژگͬ�های به توجه

اگر مͬ�دانیم که همانطور مͬ�کند. فراهم را دیͽر معادلات و فرمول�ها دستکاری امͺان که دارد

است معنͬ بدان این .A
L

= W داریم: ،(L بر تساوی طرف دو تقسیم (با آن�گاه باشد، A = LW

نیست لازم مͬ�دانیم، جبر چون پس آوریم. دست به دیͽری فرمول�های مͬ�توانیم فرمول ͷی از که

دست به را نیاز مورد فرمول مͬ�توانیم فرمول ͷی دانستن با که چرا کنیم، حفظ را فرمول�ها بعضͬ

آوریم.

بسیار ابزار ͷی استنتاج کنند. درک را استنتاج قدرت نمͬ�توانند نیستند، تحصیلات دارای که افرادی

مͬ�کنیم. بیان استنتاج قدرت به توجه با را جبر مطالعه�ی اهمیت دلیل بعد، قسمت در است. قدرتمند

است ترتیب دارای ما جهان که مͬ�دهد نشان جبر ٧.۴.١

٩ بر صحیحͬ عدد مثال، عنوان به مͬ�شود. ظاهر وضوح به اعداد خاص شͽردهای توصیف در جبر

دارد. هم دیͽری فراتر کاربردهای جبر، امˁا باشد. بخشپذیر ٩ بر آن ارقام مجموع که است بخشپذیر

سال صد حدود در که نیست تصادف این مͬ�دهد. شرح را ما جهان از بسیاری جنبه�های جبر، زبان

این نیوتن، دادند. گسترش را ریاضیات مستقل طور به لایبنیتز، و نیوتن جبر، در ویته کار از بعد

ذاتاً سیاره�ها مدارهای چرا که دریافتیم طریق بدین گرفت. کار به کپلر قوانین شرح برای را ریاضیات

احتمال محاسبه�ی سͺه، ͷی تصادفͬ پرتاب در انتظارمان بیان و شرح در ما به جبر است. بیضوی

حرکت چͽونگͬ ساختمان، توسط دیͽر نیروهای و وزن فشار تحمل میزان آزمایی، بخت در پیروزی

مͬ�کند. ͷکم مͬ�افتد، اتفاق روز هر که دیͽر فعالیت هزاران و هزینه کمترین با نفتͬ کشتͬ

برای را جبر مطالعه�ی اهمیت بخواهیم اگر بودند. روزمره واقعͬ رویدادهای شامل قبل، مثال�های

مͬ�کنیم. رجوع زیر دلیل به کنیم، بیان اساسͬ طور به دانش�آموزان همه�ی
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است ریاضیات همه�ی برای نیاز پیش ͷی جبر ٨.۴.١

ریاضͬ مختلف حوزه�های از وسیعͬ محدوده�ی درایور۴، رادنͬ نوشته�ی ریاضͬ، چرا نام به کتابی

متداول�ترین امˁا احتمال. و ترکیبیات بردارها، هندسه، جبر، حساب، علم مانند مͬ�شود. شامل را

است. ریاضیات قلب جبر امˁا باشد، هندسه ریاضیات، روح است ممͺن است. جبر حوزه�ی حوزه،

جبر: دانستن بدون فرد ͷی بنابراین

کند، کنترل را خود زندگͬ مختلف بخش�های نمͬ�تواند -

کند، تکیه دیͽران به خود کارهای انجام برای باید -

نمͬ�فهمد، را روزمره معانͬ از بسیاری -

و روانشناسͬ تجارت، اقتصاد، زمینͬ، علوم شیمͬ، ،ͷفیزی در شده بحث ایده�های نیست قادر و -

کند. درک را دیͽر بسیار حوزه�های

دانش�آموزان برای کاری فرصت�های بهینه�سازی و مطلع افراد پرورش جبر، تدریس هدف اگر بنابراین

است. ضرورت ͷی جبر مطالعه�ی باشد،

دانش�آموزان استفاده�ی دبیرستانͬ: هندسه�ی در جبری تفکر ۵.١

مجهول�ها و متغیرها از

حل در دانش�آموزان که داد نشان شد، انجام آمریͺا دبیرستان دو در ماه، سه مدت در که تحقیق ͷی

مواجه مشͺلاتͬ با داشتند، مجهول�ها و متغیرها از استفاده به نیاز آن�ها در که هندسه، از مسائلͬ

مشͺلات امˁا بود، جبر مطالعه�ی در دانش�آموزان عمومͬ مشͺلات مشͺلات، آن از بعضͬ شدند.

بود. هندسͬ یا جبری مفاهیم فهم در ضعف سبب به عمدتاً دیͽر

هندسه�ی محتوای در را اساسͬ تغییرات ریاضͬ، آموزش در اصلاحات میلادی، ١٩۶٠ سال در

قبیل از هندسه نوین رویͺردهای اصلاحات، این نتیجه�ی در آورد. وجود به آمریͺا در دبیرستان

۴Rodney Driver
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این انجام امˁا گرفت. قرار تأکید مورد درسͬ برنامه�ی در برداری و تبدیلاتͬ مختصاتͬ، رویͺردهای

یادگیری و یاددهͬ منظور به مدرسه درسͬ برنامه�ریزی در طرفͬ از شد. مواجه مشͺل با اصلاحات

بیشتری تأکید اکنون چنانکه شد. گرفته نظر در جبری رویͺردهای برای ویژه�ای جایͽاه هندسه،

درسͬ برنامه�ی در معادلات حل و کردن طرح عبارت، ͷی در جانشینͬ جبری، عبارات نوشتن بر

دارد. وجود هندسه

در مجهول و متغیر اصطلاحات دانست. را مجهول و متغیر مفهوم باید فعالیت�ها این همه�ی در

کار به را آن�ها میلادی ١٩٨٨ سال در آرکاوی۶ و شونفیلد۵ که مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد موقعیتͬ

حالͬ در دارد. مقدار چندین یا مͬ�کند، تغییر که است چیزی معنͬ به متغیر کرده�اند. تعریف و برده�

دارد. نامشخص امˁا ثابت، مقدار ͷی که است چیزی مجهول، ͷی که

دبیرستان سطح در هندسه و جبر ١.۵.١

ثابت، مقادیر متغیرها، نمایش برای حرفͬ نمادهای دارند. محͺمͬ تاریخͬ پیوندهای هندسه و جبر

همان به هم هندسه در نمادها مͬ�روند. کار به فراوان جبر در قبیل این از و نام�گذاری�ها پارامترها،

مͬ�کنند، حل را مسائل یا مͬ�دهند، تعمیم را نتیجه�ها دانش�آموزان که زمانͬ هستند. فراوان اندازه

بیان برای متغیرها اضلاع. و زاویه�ها اندازه�ی کردن پیدا مانند مͬ�کنند. کار مجهول�ها و متغیرها با

به کنترل و ریاضͬ موضوعات عمومیت بررسͬ کلͬ، روندهای کردن مشخص عمومͬ، جملات

.(١٩٨٨ آرکاوی، و (شونفیلد مͬ�روند کار به حالت�ها از بسیاری نامتناهͬ یا متناهͬ طور

از مͬ�رود. کار به هندسͬ مͺان مسائل در متغیر نقطه�ی بیان برای مثلا́ هندسه، در متغیر ͷی معنͬ

زاویه�های و اضلاع رئوس، یا نقاط نام�گذاری برای که هستند نمادها هندسه، در جبر دیͽر کاربردهای

در دبیرستان درسͬ برنامه�ی در هندسه و جبر بین دیͽر ارتباط�های بعضͬ مͬ�روند. کار به اشͺال

مͬ�شود. ظاهر عددی و جبری نموداری، نمایش�های مختلف حالت�های و مدلسازی مسأله، حل

یͷزوج با هندسه، در نقطه ͷی مثال برای دارند. جبر در را خود همتای هندسه در مفاهیم از بسیاری

۵Schoenfeld
۶Arcavi
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معادله�ی ͷی در که مرتب زوج�های از مجموعه ͷی با خط، ͷی و جبر در اعداد از (y،x) مرتب

ریاضیات معلمان ملͬ (شورای دارند ارتباط جبر در تابعͬ با تبدیل ͷی و مͬ�کنند صدق جبری

مͬ�توانند هندسͬ نتایج و آیند دست به هندسͬ طور به مͬ�توانند جبری نتایج .(١٩٨٩ ،٧[NCTM ]

استفاده با جبری صورت به مͬ�تواند فیثاغورس قضیه�ی مثال، برای شوند. اثبات جبر بردن کار به با

شود. داده نمایش فرمول از

زمینه�ی در تحقیق مͬ�شود. مربوط جبری تفکر از کلͬ�تری ایده�ی به مجهول�ها و متغیرها از استفاده

خط مطالعات، بعضͬ چند هر ندارد. تمرکز هندسه و جبر بین ارتباط بر خاص طور به جبری تفکر

پوهل، ،١٩٨۶ نیͺلز، ) هندسه و جبر بین ارتباط و ١٩٨٩)٨ ویلر، و (لͬ هندسه و جبر بین اتصال

دارد: مرتبط جزء سه جبری تفکر که شده پذیرفته گونه این کلͬ طور به کرده�اند. بررسͬ را ١٩٩٧)٩

جبری؛ روابط و نمادها از استفاده -١

مختلف؛ نمایش�های از استفاده -٢

ران، کͬ و واگنر ،١٩٩٩ براون، و هربرت ،NCTM ،١٩٩٢) تعمیم�ها و الͽوها از استفاده -٣

.١٩٩٩)١٠

و متغیرها از استفاده تنها قسمت، این در امˁا مͬ�شود. بررسͬ همواره جبری تفکر از شͺل سه این

مسیرهایی، چه در دبیرستانͬ دانش�آموزان که است این سؤال حال مͬ�شوند. بررسͬ بیشتر مجهول�ها،

متغیرها چͽونه دبیرستانͬ دانش�آموزان که، خصوصاین به مͬ�کنند؟ استفاده هندسه در را جبری تفکر

هستند؟ چه مربوطه مفهومͬ مشͺلات و مͬ�برند کار به هندسه در را مجهول�ها و

نمادین نمایش�های در مجهول�ها و متغیرها ٢.۵.١

با کردن کار در دانش�آموزان از بسیاری است. فراوان ریاضیات، در مجهول�ها و متغیرها از استفاده

اجزای باید تنها نه دانش�آموزان مͬ�شوند. مواجه مشͺلاتͬ با ریاضͬ، مسائل در مجهول�ها و متغیرها

٧National Council of Teacher Mathematics
٨Lee & Wheeler
٩Nichols, Poehl
١٠Herbert & Brown, Wagner & Kieran
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موقعیت ͷی نمایش دریابند. هم را مسائل اساسͬ روابط باید بلͺه دهند، تشخیص را مسائل کلیدی

و ٢٠٠٠)١١ اسوافورد، و (لنگرال مͬ�باشد موقعیت آن در عملیات و روابط ترسیم ریاضͬ، مسأله�ی

میلادی ٢٠٠٢ سال ١٢در دوول مͬ�کنند. توصیف دانش�آموزان برای را مسائل نمادین، نمایش�های

و کرد پیدا دسترسͬ آن�ها به مستقیماً مͬ�توان ریاضͬ موضوعات نمایش طریق از تنها که مͬ�کند بیان

در مͬ�کنند. فراهم پردازش برای ابزاری زیرا کنیم، کار نمادین نمایش�های بر مͬ�توانیم تنها بنابراین

حرکت مسیر این در و کرد کار ( مجازی و نمادی طبیعͬ، (زبان متفاوت زمینه�های در باید هندسه،

است. نمادین نمایش ͷی از قدرتمندی فرم هندسه، که مͬ�کند بیان جبر کرد.

نوشتاری، نمادهای شامل مؤلفه، سه ترکیب مͬ�تواند نمایش ͷی مͬ�کند: اظهار (١٩٨٧) وییر١٣ جان

قابل موجودهای مانند مͬ�توانند نمایش�ها علاوه، به باشد. ذهنͬ تصاویر و حقیقͬ موضوعات

دیͽر سوی از بͽیرند. شͺل دانش�آموزان ذهن در و باشند درونͬ که این یا باشند، خارجͬ مشاهده،

مͬ�گیرد: قرار کلͬ دسته�ی دو در نمایش ͷی بر عملیات انواع که است کرده بیان کاپوت١۴(١٩٨٩)

که این از بیشتر و مͬ�باشد نمایش ͷی نمادهای دستکاری شامل که است ترکیبی عمل ͷی اول،

برای مͬ�شود. هدایت نمادها ترکیب وسیله�ی به بͽیرد، قرار بررسͬ مورد نمادها مرجع وسیله�ی به

معادله طرف دو از را ٣ سادگͬ به است ممͺن دانش�آموز ͷی که ،x + ٣ = ١٢ معادله�ی در مثال

این است. معنایی عمل دوم، بود. خواهد نمادها دستکاری بر تمرکز کند، کم الͽوریتمͬ صورت به

برای مͬ�شود. هدایت نمادها مراجع وسیله�ی به شود، انجام ترکیب وسیله�ی به که این از بیشتر عمل،

بدست ١٢ که شد اضافه ٣ به عددی «چه بͽوید: است ممͺن دانش�آموز ͷی قبل، معادله�ی در مثال

ترکیبی عمل دو هر از ترکیبی نماد، کاربرد به مربوط فعالیت�های اکثر که کرد اضافه کاپوت آمد؟».

نمایش جبری صورت به را آن که این از قبل جمله، ͷی فهم منظور به واقع در مͬ�باشند. معنایی و

معنایی و ترکیبی قوانین کاربرد شامل که مͬ�گیرد، صورت مختلف روندهای از ترکیب ͷی دهیم،

.١۵(١٩٩٣ استاسͬ، و گریͽور ͷم) مͬ�باشد

١١Swafford & Langrall
١٢Duval
١٣Janvier
١۴Kaput
١۵Mac Gregor & Stacey



١۵ مجهول�ها و متغیرها از دانش�آموزان استفاده�ی دبیرستانͬ: هندسه�ی در جبری تفکر ۵.١

(اسͺمپ١۶، مͬ�کند پیدا معنͬ و گرفته شͺل ذهنͬ طور به که است دیدن قابل چیزی یا صدا نماد،

signifier نماد، مͬ�شود. نامیده مرجع مͬ�گیرد، شͺل آن طریق از نماد که مفهومͬ .(١٩٨٧

که مͬ�کنیم استفاده نمادگذاری از زمانͬ مͬ�شود. نامیده signified مͬ�شود نمادین که چیزی و

کار نماد با جانشین ͷی مانند سپس و باشد مفقود یا موجود غیر مسیرها بعضͬ در چیز، ͷی

ثابت مقادیر مجهولات، متغیرها، عنوان به حرفͬ نمادهای بعضͬ جبر در (پیم١٧،١٩٩۵). مͬ�کنیم

کار به هم نمودارها قبیل از دیداری نمادهای هندسه در که حالͬ در مͬ�روند، کار به پارامترها یا

به که نمادهایی از استفاده طریق از که است، مهم مطلب این که مͬ�کند اضافه اسͺمپ مͬ�روند.

امˁا است آسان حرفͬ نمادهای از استفاده کنیم. کنترل را افکارمان مͬ�گیریم، کار به اختیاری صورت

نمادها، از استفاده در مهارت که مͬ�رسد نظر به بنابراین .(١٩٨٣ (واگنر١٨، نیست آسان آن�ها درک

جبری صورت به کمͬ ارتباط�های بیشتر است. لازم مͬ�گیرند، یاد هندسه که دانش�آموزانͬ برای

،ͬͺچوس لین (اسفارد، ندارند گفتن برای حرفͬ خود خودی به جبری نمادهای امˁا مͬ�شوند، بیان

درک موضوع ͷی مثل یا محاسباتͬ روند ͷی مثل مͬ�تواند جبری عبارت ͷی مثال، برای .١٩٩)١٩۴

شود.

مͬ�دهد نشان را موقعیت چند یا دو بین ارتباط که است، نمایش از شͺلͬ اساساً مجهول یا متغیر ͷی

نمایش و شده داده نمایش جهان شامل موقعیت، دو (١٩٨٢) کاپوت نظر از .(٢٠٠٢ (گولدین٢٠،

جهان، دادن نمایش و است هندسͬ مفهوم ͷی شده، داده نمایش جهان دارند. وجود جهان دادن

کنند، استفاده متغیر یا مجهول نمایش برای نماد از دانش�آموزان که زمانͬ است. جبری نماد ͷی

کردن کار نمایش، مورد در کردن فکر که مͬ�رسد نظر به بود. خواهد آسان�تر آن�ها برای مسائل حل

آنان برای مشͺلاتͬ جبری، نمایش�های حال عین در کند. مͬ آسان�تر دانش�آموزان برای را مسائل با

جهان دادن نمایش و هندسͬ) (مفهوم شده داده نمایش جهان بین ارتباط بنابراین مͬ�کند. ایجاد

بیرونͬ، موقعیت که باورند این بر (١٩٩٢)٢١ کارپنتر و هیبرت است. مسأله ͷی متغیر) یا (مجهول

١۶Skemp
١٧Pimm
١٨Wagner
١٩Sfard, Linchevski
٢٠Goldin
٢١Hiebert & Carpenter



١۶ دوم درجه معادله�ی ۶.١

که مͬ�رسد نظر به رو این از مͬ�کند. تحمیل را نمایش آن و مͬ�گذارد تأثیر فردی ذهنͬ نمایش بر

این که باشد، مرتبط آن�ها ذهنͬ نمایش�های به متغیر، یا مجهول ͷی تولید در دانش�آموزان مشͺل

آمده�اند. دست به مرتبط هندسͬ مفاهیم از نمایش�ها

دوم درجه معادله�ی ۶.١

صورت به سه�جمله�ای ͷی باشد. مͬ دوم درجه سه�جمله�ای بحث جبر، در توجه مورد مبحث ͷی

p و s جمله�ای چند این برای مربوط مشخصه�های مͬ�گیریم. نظر در را T (X) = X٢ − sX + p

مشخص باید دهیم. نمایش صفحه در M = (s, p) نقطه�ی وسیله�ی به را T (X) مͬ�توانیم هستند.

توجه با شود. مشخص مختلط) ریشه�ها(حقیقͬ، نوع تا بͽیریم نظر در را ∆ = s٢ − ۴p کننده�ی

یعنͬ آن نمودار و مͬ�کنیم تعریف f(s) =
s٢

۴
(= p) صورت به را f تابع ،∆ = خاص٠ حالت به

∆ < ٠ که حالتͬ در مͬ�گیریم. نظر در را (١.١ شͺل در شده داده نمایش دوم درجه (سهمͬ P

f(s) = s٢

۴ > p گاه آن باشد، ∆ > ٠ اگر و f(s) = s٢

۴ < p نتیجه در و s٢ − ۴p < ٠ باشد،

با ،P درون حقیقͬ) نه (امˁا مختلط ریشه�های با سه�جمله�ای معرف ،M نقطه�ی نتیجه در مͬ�باشد.

مͬ�گیرد. قرار P از خارج متمایز، حقیقͬ ریشه�های با و P روی مضاعف ریشه�های

قرار کجا مͬ�باشد، آن�ها ریشه�ی ،a شده�ی داده مقدار که سه�جمله�ای�هایی که است این سؤال حال

da و T (a) = a٢ − sa + p = ٠ داریم .da راست خط روی است: ساده بسیار پاسخ مͬ�گیرند؟

نقطه�ی آوردن دست به برای است. مماس P نمودار بر A = (٢a, a٢) نقطه�ی در که است خطͬ

مͬ�کنیم: عمل زیر صورت به da خط و A

.∆ > ٠ .٢ مͬ�باشد؛ ∆ = ٠ .١ مͬ�آید: پیش حالت دو باشد، سه�جمله�ای ریشه�ی a اگر

نتیجه در ،p = s٢

۴ = a٢ و s = ٢a نتیجه در و بوده معادله مضاعف ریشه�ی a اول، حالت در

ریشه�ی ،a بر علاوه معادله دوم، حالت در مͬ�گیرد. قرار P سهمͬ روی A = (٢a, a٢) نقطه�ی

معرف�های بین باید حال ،p = ae و s = a+ e داریم: پس مͬ�نامیم. e را آن دارد، دیͽری حقیقͬ

M١ = A = (٢a, a٢) نقطه�ی دو کنیم. برقرار ارتباط حالت دو در ،M نقاط یعنͬ سه�جمله�ای�ها،



١٧ دوم درجه معادله�ی ۶.١

دوم درجه�ی سهمͬ :١.١ شͺل

مͬ�شود، ثابتͬ مقدار طول�ها تفاضل به عرض�ها تفاضل مͬ�گیریم. نظر در را M٢ = (a+e, ae) و

a شیب با خطͬ بر سه�جمله�ای�ها مشخصکننده�ی نقاط نتیجه در و ، ae−a٢

a+e−٢a = a(e−a)
e−a

= a زیرا:

گذرنده خط پس مͬ�باشد، آمده دست به شیب با برابر A نقطه�ی در f تابع مشتق چون و دارند قرار

است. مماس P نمودار بر A نقطه�ی در ،M نقاط از

ریشه�های موقعیت مͬ�توانیم راحتͬ به اکنون مͬ�کند. تقسیم ناحیه سه به را P بیرونͬ فضای da

کمتر دو (هر کنیم مشخص هستند، a به وابسته و دارند قرار معین ناحیه ͷی در که را سه�جمله�ای

برای شͺل کشیدن و پویا هندسه�ی از استفاده با .(a طرف دو در یا a از بزرگتر دو هر ،a از

هستند. مشاهده قابل راحتͬ به حالت سه این مختلف، سه�جمله�ای�های

B = (٢b, bنقطه�ی(٢ در که است db راست خط پاسخ، مͬ�گیریم. نظر در a ̸= bبرای را قبل سؤال

نقطه�ی این حقیقت در مͬ�کند. قطع C(a + b, ab) نقطه در را da خط و بوده مماس P نمودار بر

s = a + b نتیجه در و بوده آن ریشه�های bو a که است سه�جمله�ای�هایی کننده�ی مشخص تقاطع،

.p = ab و

ریشه�های موقعیت مͬ�توانیم و مͬ�کند تقسیم ناحیه سه به را P بیرونͬ فضای db خط مشابه، طور به

هر db و da کنیم. مشخص هستند، b به وابسته و دارند قرار معین ناحیه�ی ͷی در که را سه�جمله�ای

مشخص هستند، (a, b) به وابسته ریشه�های موقعیت رو این از مͬ�آورند. وجود به را ناحیه شش دو،



١٨ جبر ͷکم به هندسه مسائل حل ٧.١

مͬ�شود.

ملموس�تر شیوه�ای به و کرد درک بهتر را مسائل مͬ�توان جبر، و هندسه آنالیز، تلفیق از استفاده با پس

در کرد. فکر متنوع روش�های به مختلف مباحث بیان و جدید مسائل ایجاد مورد در حتّͬ کرد، حل

بپردازیم. آن حل به مͬ�توانیم جبر ͷکم به که مͬ�کنیم بیان هندسͬ مثالͬ ادامه،

جبر ͷکم به هندسه مسائل حل ٧.١

قضیه�ی جبری فرمول هندسͬ، مسائل حل و قضایا اثبات در جبر فرمول�های کاربردترین پر از ͬͺی

چند به مͬ�توان را هندسͬ مسائل و قضایا از بسیاری فرمول این از استفاده با است. فیثاغورس

مثال: عنوان به رسید. نهایی حͺم یا پاسخ به معادلات این حل با و کرده تبدیل جبری معادله�ی

که طوری به مͬ�کنیم ترسیم را ١
۴ شعاع به R و L دوایر داریم. را b مرکز و ١

٢ شعاع به C دایره�ی

مرکز به T دایره�ی حال هستند. مماس برهم دایره سه این بنابراین باشد. C دایره شعاع ͷی هر قطر

باشد. مماس قبلͬ دایره�ی سه از ͷی هر بر دو به دو که مͬ�کنیم رسم طوری C دایره�ی درون را t

مͬ�کنیم. ترسیم T و L و C دوایر بر مماس را s مرکز به S دایره�ی حال

.abst چهارضلعͬ مساحت مطلوبست

بود. خواهد bt در ab حاصلضرب با برابر abst چهارضلعͬ مساحت ،(٢.١) شͺل به توجه با

قضیه�ی از استفاده با است. تمام مسأله حل کنیم، پیدا را bt اندازه�ی اگر .ab = ١
۴ داریم همچنین

داریم: فیثاغورس

داریم: بنابراین و (ab)٢ + (bt)٢ = (at)٢

(
١
۴
)٢ + (bt)٢ = (y +

١
۴
)٢

.

و y = ١
۶ داریم: گاه آن کنیم، حل همزمان را جبری معادله�ی دو این اگر .bt + y = ١

٢ همچنین

. ١١٢ با برابراست مطلوب مساحت نتیجه در و bt = ١
٣



١٩ جبر ͷکم به هندسه مسائل حل ٧.١

چهارضلعͬ مساحت :٢.١ شͺل



٢ فصل

ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی در هندسه اهمیت

شاخه�ها دیͽر با آن ارتباط و

مقدمه ١.٢

به او نشود». داخل در این از نمͬ�داند هندسه که «کسͬ بود: نوشته خود کادمͬ آ در سر بر افلاطون

فلسفه مطالعه�ی برای را هندسه از اطلاع و مͬ�داد بسیار اهمیت استدلال، و فکر پرورش برای هندسه

مͬ�نماید محسوس است، انتزاعͬ و مجرد که وجودی با هندسه، که بود معتقد زیرا مͬ�دانست، لازم

بود. هندسه بزرگ مزیت این وی، نظر از و

صدد در تربیت و تعلیم «اگر مͬ�گوید: بیستم قرن برجسته�ی ریاضیدان پولیا، جورج گذشته، این از

استدلال�های برای خاصͬ مقام آن، در باید است، دانشجویان به منطقͬ نظام اندیشه�ی داشتن ارزانͬ

سودمند هوش�افزایی، دیدگاه از است ممͺن ساده استدلال�های حتّͬ شود؛ گرفته نظر در هندسͬ

شوند».

بسیار مرتبط استدلال�های کارگیری به و بودن محسوس حال عین در و بودن مجرد علت به هندسه

مبذول خاصͬ توجه هندسه به باید رو این از است. فکر پرورش برای مناسب وسیله�ای جذاب،

داشت.



٢١ انگلستان در مدرسه ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی ٢.٢

یعنͬ آن بیرونͬ ارتباط مͬ�کند، ͷکم مفهوم�ها توسعه�ی به هندسه در درونͬ ارتباط که چنان هم

افزایش و علاقه�مندی انگیزه، ایجاد در نیز، درسͬ دیͽر مقوله�های با و واقعͬ دنیای با هندسه پیوند

است. ضروری و مؤثر دانش�آموزان، ریاضͬ قدرت

انگلستان در مدرسه ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی ٢.٢

UK کاری برنامه�ی در انگلستان در قانونͬ ملͬ آموزشͬ برنامه�ی ͷی معرفͬ میلادی ١٩٨٨ سال در

و هندسه جبر، اعداد، مانند حوزه�هایی به ریاضیات کردن ͷتفکی که این به توجه با گرفت. قرار

،١٩٨٨ ،UK DES) نمͬ�گیرند قرار هم از جدا حوزه�ها این که بدانیم باید ولͬ است، مناسب آمار

و است شده ارائه جامع موضوع ͷی صورت به UK مدارس در ریاضیات بنابراین .(٣ صفحه�ی

قرار ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی ͷی در هفته) ۶ تا ۴ کدام (هر مختلف دوره�های در دانش�آموزان

و هندسه جبر، (از هم با مرتبط موضوعات از سری ͷی صورت به ریاضیات آن در که مͬ�گیرند،

برای هم ملͬ آزمون سیستم ͷی ملͬ، آموزشͬ برنامه�ی معرفͬ با همزمان مͬ�شود. تدریس آن) مانند

شد. گرفته نظر در دانش�آموزان

و شد قدیمͬ تدریج به ملͬ آزمون و آموزشͬ برنامه�ی فرم این میلادی ٢٠٠٠ تا ١٩٩۵ سال�های در

مثال، عنوان به گسترش، و نشر طریق از مدرسه�ای پاسخͽویی شͺل�های سوی به بیشتر نتیجه در

بین�المللͬ مسابقات زمان، این در رفت. پیش آن�ها) ملͬ آزمون نتایج پایه (بر مدارس متحد جداول

استراتژی UK دولت که چنان آن بود. بیشتری تأثیر اعمال و توسعه حال در هم TIMSS مانند

،١٩٩٨b ،١٩٩٨a اشتغال١، و آموزش (اداره�ی نهاد بنا میلادی ١٩٩٨ سال در را خود ملͬ عددی

سطح در مخصوصاً ریاضیات، آموزش در شده مشاهده ضعف�های عددی، استراتژی این .(١٩٩٩

در شد. متمرکز شمارش و محاسبه مهارت�های بر ابتدا در و کرد بررسͬ و جستجو را ابتدایی

آموزش درباره�ی زمان، همان در .٢٠٠٣)٢ مونͬ، و (جونز نشد هندسه به زیادی توجه مسیر، این

سطح در اثبات ارائه�ی در شده مشاهده ناتوانͬ�های به راجع مخصوصاً دبیرستان سطح در ریاضیات

١Department for Education and Employment
٢Jones & Mooney



٢٢ انگلستان در مدرسه ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی ٢.٢

.(١٩٩٩ مهندس۴ͬ، انجمن ،١٩٩۵ لندن٣، ریاضͬ (انجمن آمد وجود به نگرانͬ�هایی دانشͽاه

هندسه، یادگیری و یاددهͬ بر تأکید با (ICMI) ریاضͬ بین�المللͬ سازمان دوره، این طول در

بین ارتباط به دیͽر، فراوان موضوعات میان در که ،۵(١٩٩٨ ویلانͬ، و (مامانا داد انجام مطالعه�ای

در اثبات نقش و ماهیت و (١٩٩٨ (جونز۶، هندسͬ مسائل حل برای شهودی و استقرایی دیدگاه�های

فصل، این بعدی قسمت�های در .١٩٩٨)٧ جونز، و (هویلز کرد توجه پویا هندسه�ی نرم�افزار زمینه

صحبت بیش�تر هندسه یادگیری و یاددهͬ نیز و آموزشͬ برنامه�ی در آن جایͽاه و اثبات مورد در

مͬ�کنیم.

آموزشͬ برنامه�ی اصلاح شد. بازبینͬ انگلستان موجود آموزشͬ برنامه�ی ،٢٠٠۵ تا ٢٠٠٠ سال�های در

برای بیشتری تشویق�های و بود اثبات مورد در روشن�تری تصریح�های و قراردادها شامل ریاضیات

فرم در ملͬ آزمون برداشت. در را موضوعات دیͽر با ریاضͬ پیوند و ریاضیات درونͬ پیوندهای

منتشر ملͬ رسانه�ی در مدارس متحد جداول شͺل در که مدرسه�ای پاسخͽویی با همراه مشابه�تری

ملͬ ریاضͬ استراتژی ͷی عنوان به دبیرستان در عددی استراتژی گرفت. جای اذهان در بیشتر شد،

.( ٢٠٠١ اشتغال، و آموزش (اداره�ی یافت توسعه

و یاددهͬ برای را کاری گروه ͷی ریاض٩ͬ، مشترک انجمن و ٨UK سلطنتͬ مجمع دوره، این در

گروه این گزارش .(٢٠٠١ سلطنتͬ، (مجمع گرفت کار به ͬͽسال ١٩ تا ١١ سن در هندسه یادگیری

اهمیت آن از بیرون و مدرسه ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی درون در هندسه به که کرد نشان خاطر

بر شده گزارش موضوعات میان در شد. پذیرفته خوبی به موضوع این و است نشده داده زیادی

دیͽر با هندسه پیوند سودمندی�های بر همچنین تجسمͬ، و فضایی تفکر اهمیت و اثبات حدس،

گزارش، این توصیه�های برخͬ شد. تأکید عددی تکنولوژی قدرتمند نقش و ریاضیات حوزه�های

در UK دولت ابتکار با که بودند، درآمده قانون صورت به UK مدرسه سیستم درون این از پیش
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٢٣ انگلستان در مدرسه ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی ٢.٢

شش ابتکار، این .(٢٠٠۴ آموزش١٠ͬ، برنامه�ی قدرت و (صلاحیت�ها شد آشͺار هندسه، و جبر

این بر تأکید جامع گزارش این کرد. پشتیبانͬ را متعادل آموزشͬ برنامه�ی توسعه�ی با همراه پروژه

دارد». اهمیت (ریاضیات) فهم توسعه�ی برای ریاضیات مختلف مفاهیم بین ارتباط «ایجاد که دارد

شد: ارائه هندسه و جبر پیوند برای پیشنهاد دو پروژه، شش این خلاصه�ی در

جبری؛ روابط تجسم بدیع و نو راه�های ایجاد برای پویا هندسه�ی نرم�افزار ظرفیت از استفاده -١

مسأله. ͷی با شدن درگیر برای متفاوت دیدگاه�های از استفاده -٢

بیان با و کرده صحبت هندسه و جبر بین ارتباط ایجاد درباره�ی مفصل�تر طور به سوم فصل در

مͬ�کنیم. تشریح روشنͬ به را رویͺردها این متنوع مثال�های

اصلاحات، این در کرد. اصلاح را آموزشͬ برنامه�ی مجدداً UK میلادی، ٢٠٠۵ سال از پس

بر کمتری تأکید آن�ها در مͬ�مانند، باقͬ خود جای در موجود مدرسه�ای موضوعات که حالͬ در

سیستم وجود، این با .(٢٠٠۵ آموزشͬ، برنامه�ی قدرت و (صلاحیت�ها دارد وجود موضوعات

پابرجا متحد) جداول از استفاده ادامه�ی (با مدرسه فرسوده�ی و قدیمͬ پاسخͽویی و ملͬ آزمون

سازمان به را آموزشͬ برنامه�ی که کند پیشنهاد را سیستمͬ بیشتر، اسناد و دلایل اگر حتّͬ مͬ�ماند.

محدود را معلمان اختیار و ببرد بین از را آموزشͬ برنامه�ی در نوآوری بنابراین و کند، محدود آزمون

ببینید). را ٢٠٠٨ آفستد١١، ،UK در ریاضͬ آموزش وضعیت مرور (برای کند

طراحͬ دیͽر، موضوعات بسیاری میان در تکنولوژی، مورد در ICMI مطالعه�ی دوره، این در

پروژه�هایی و ،٢٠٠٩)١٢ استیونسون، و ماکرل مختلف(جونز، هندسه�دانان برای عددی تکنولوژی�های

و موسولیدس جونز، (کریستو، سه�بعدی هندسه�ی آموزش در اروپایی اتحادیه�ی دولت حمایت با

جیاناکولیا، جونز، (زاکاریادس، پویا هندسه�ی نرم�افزار با ریاضیات آموزش و ٢٠٠)١٣۶ پیتالیس،

کرد. بررسͬ را ١۴(٢٠٠٧ سویول، و دیاکوموپولس بیزا،

دولت به بتوانند ریاضیات المللͬ بین مسابقه�های موفقیت که زمانͬ تا مͬ�کنند، بیان موارد این همه�ی

آزمون و مقرر آموزشͬ برنامه�ی به مربوط محض اجرائͬ سازمان�های به را آن�ها مͬ�توان شوند، برده

١٠Qualifications and Curriculum Authority
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٢۴ پویا هندسه�ی زمینه�ی در � اثبات نقش و ماهیت ٣.٢

باشد. مؤثر مͬ�تواند دیͽر افراد گزارش�های و تحقیقات همچنین سپرد. دانش�آموزی

پویا هندسه�ی زمینه�ی در � اثبات نقش و ماهیت ٣.٢

مفید مفهوم ͷی اثبات ریاضͬ، آموزش در مͬ�دانیم حال عین در دارد. قرار ریاضیات قلب در اثبات

هندسه�ی سیستم�های معرفͬ آیا که است این سؤال حال است. ریاضͬ دانش�آموزان از بسیاری برای

را ریاضیات در رسمͬ به غیررسمͬ اثبات ͷی از گذاری یا کرد خواهد بهتر را موقعیت این پویا

در دانش�آموزان به کامپیوترها از استفاده با تدریس نوین روش�های حد چه تا کرد؟ خواهد سخت�تر

که مͬ�کند ͷکم آن�ها به میزان چه تا و مͬ�کنند ͷکم اثبات برای مفهومͬ چارچوب ͷی توسعه�ی

عنوان به کامپیوتر آیا و بͽیرند کار به هندسͬ ایده�های کردن روشن برای ابزاری عنوان به را اثبات

بود؟ خواهد استفاده قابل اثباتͬ هر برای جایͽزین بهترین

مدرسه درسͬ برنامه�ی در اثبات ١.٣.٢

داده آموزش اقلیدسͬ هندسه�ی محتوای و متن در وسیعͬ طور به اثبات مدرسه، آموزشͬ برنامه�ی در

هستند. درست که شده گفته دانش�آموزان به که است، احͺامͬ از رسمͬ تأیید ͷی اثبات است. شده

تأکید استدلال ͷی شده�ی استاندارد خطͬ استقرائͬ نمایش از دقیق فرمول�بندی بر رویͺرد، این

چنین که مͬ�کنند، بیان تحقیق بعضͬ شواهد دارد. اهمیت بیشتر محتوا و متن ترتیب بدین مͬ�کند.

مͬ�کند. ایجاد دانش�آموزان برای بسیاری مفهومͬ مشͺلات اثبات، به رویͺردی

طور به و نمͬ�کنند درک را استقرائͬ و تجربی اثبات�های بین مبهم و سخت تفاوت دانش�آموزان

چازن، ،١٩٨٨ (بالاچف، مͬ�دهند ترجیح استقرائͬ استدلال به نسبت را تجربی اثبات کاربرد کلͬ

برای .١۵(١٩٧٩ ویلیامز، ،١٩٩٠ پورتیوس، ،١٩٨٩ هارل، و مارتین ،١٩٩۴ باتس، فینلاو ،١٩٩٣

،١٩٩٣ (چازن، نمͬ�شود تصور دلیل و مدرک از بیشتر چیزی استقرائͬ اثبات دانش�آموزان از بسیاری

١۵Balacheff, Chazan, Finlow-Bates, Martin & Harel, Porteous, Williams



٢۵ پویا هندسه�ی زمینه�ی در � اثبات نقش و ماهیت ٣.٢

نمͬ�شود گرفته کار به مسأله حل از بخشͬ عنوان به اثبات .١۶ (١٩٨٢ فیشبین، ،١٩٧٩ ویلیامز،

اثبات�های مثال، برای است. توجه مورد مرتبط غیر اضافͬ فعالیت ͷی عنوان به گسترده طور به و

اثبات هدف نه که یادگیرندگانͬ با غالباً شده، استاندارد خطͬ استقرائͬ روش خصوص به و هندسͬ

رسمͬ اثبات اگر نمͬ�کند. برقرار ارتباط مͬ�کنند، درک ریاضͬ فعالیت در را آن نقش نه و مͬ�فهمند را

آن شده، آشͺار دانش�آموزان برای آن درستͬ قبلا́ که شود، ارائه چیزی توضیح روش عنوان به تنها

.١٩٩٠)١٧ ویلیرز، دی ،١٩٩٢ تال، ،١٩٩٣ جانک، (هانا، مͬ�شود بی�معنͬ فعالیت ͷی اثبات گاه

UK ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی در اثبات به رویͺردی ٢.٣.٢

دانش�آموزان که ترتیب بدین است. یافته توسعه اثبات برای فرآیند به متمایل روش ͷی UK در

بر که یابند دست شخصͬ عقیده�ی ͷی به و کنند تصحیح و آزمون را حدسیات تا مͬ�شوند تقویت

و اثبات به رویͺرد این دارد. کمͬ تأکید اثبات ͷی قالب در درستͬ دلیل و رسمͬ نمایش و تعمیم

در دانش�آموزان است. ستایش مورد ولز و انگلستان ریاضیات ملͬ آموزشͬ برنامه�ی در کردن، اثبات

و تجربی دلیل بین تفاوت سپس مͬ�کنند، استفاده استقرائͬ روش�های از ابتدا دنباله�ای، فرآیند ͷی

اثبات�های سرانجام و مͬ�کنند درک را دارند) بیشتری فهم قدرت که کسانͬ برای (فقط ریاضͬ اثبات

ساده�سازی وسیله�ی به اثبات، برای روش» – «فرآیند تغییرات این مͬ�آورند. دست به را رسمͬ

مͬ�شوند. حاصل فضا و شͺل از ͬͺکوچ قسمت�های در هندسه مطالعه�ی

و سر تجربی استدلال با که دانش�آموزانͬ با رابطه در ،UK کنونͬ تأکید در هندسه از غفلت شاید

را منطقͬ استدلال اهمیت دانش�آموزان اکثریت مͬ�شود باعث ولͬ نباشد، مهم چنان آن دارند، کار

این مفاهیم باشند. داشته هندسͬ قضیه�ی ͷی اثبات برای کمͬ فرصت�های و نکنند درک خوبی به

اثر دانش�آموزان توسط مدرسه ریاضیات در اثبات و توجیه گوناگون ماهیت فهم بر آموزشͬ برنامه�ی

به دانش�آموز ٢۵٠٠ روی بر کشور سراسری بررسͬ ͷی در هویلز١٩ و هیلای١٨ توسط که مͬ�گذارد

عادی امور از دورشدن فرآیند، به متمایل دید سوی به حرکت واقع در .(١٩٩٧ (هویلز، آمد دست
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٢۶ پویا هندسه�ی زمینه�ی در � اثبات نقش و ماهیت ٣.٢

تعهد نوع ͷی دانش�آموزان که وقتͬ تا مͬ�کردند. مشخص را هندسͬ اثبات قبلا́ که است بی�معنͬ

نتیجه�ی ͷی عنوان به را هندسه بهتر و جدید نتایج نمͬ�توانند دارند، اقلیدسͬ عادی امور برای خاص

دریابند. خوبی به مطلوب

اول دهیم: تغییر را ریاضیات در مهم جنبه�ی دو که مطلوبست مشͺل، این حل برای تلاش در امˁا

توجه آن به علمͬ صورت به و بفهمیم را آن که است لازم نیست، کافͬ الͽو ͷی دیدن فقط که این

به را آن�ها که روابطͬ و ساختارها بلͺه نیستند، مهم هندسه مجزای اجزای تنها که این دوم کنیم.

هندسه و اثبات اساسͬ اجزای که است این اصلͬ سؤال حال مͬ�باشند. مهم مͬ�دهند، پیوند هم

آموزشͬ برنامه�ی که اقلیدسͬ روش و تفکر و اقلیدسͬ ساکن شͺل�های به مراجعه بدون مͬ�توانند

شوند. گرفته نظر در مͬ�کردند، مشخص را قبلͬ

هستند: اساسͬ زیر فاکتورهای پویا هندسه�ی مفاهیم توسعه�ی در

هندسͬ؛ موضوعات بین روابط بر متمرکز حدس�هایی ایجاد برای دانش�آموزان تقویت -١

نتایج. و فعالیت�ها توضیح و شرح منظور به دانش�آموزان برای ابزار کردن فراهم -٢

تفاوت این ،(١٩٩٣) لابورد٢٠ است. مهم شͺل و ترسیم بین تفاوت که بͽوییم باید جا این در

شͺل، که حالͬ در مͬ�کند، بیان را جسمͬ وجود «ترسیم، مͬ�کند: بیان گونه این واضح طور به را

سؤال�های حل به که هندسͬ�اند رسم�های این که گفت مͬ�توان مͬ�کند». بیان را تئوری موضوع ͷی

نمود. حل را آن�ها سپس و دید شهودی صورت به را سؤال�ها این مͬ�توان و مͬ�کنند ͷکم جبری

که این از «بعد که: مͬ�کند معرفͬ دانش�آموزان برای را کردن٢١» هم بر هم «در ایده�ی (١٩٩۴) هیلای

تشخیص قابل تا داد تغییر کردن، درگ با را آن مͬ�توان باشد، نامشخص اگر شد، کشیده تصویر ͷی

کشورها از تعدادی در هندسه اولیه�ی آموزشͬ برنامه�ی ثابت – طولانͬ مؤلفه�های از ͬͺی شود».

دبیرستان، آموزشͬ برنامه�ی در است. متفاوت و ساده مسطح شͺل�های کردن مرتب و بازشناخت

براساس را آن�ها طبقه�بندی توانایی خواصچهارضلعͬ�ها، از استفاده با مͬ�رود انتظار دانش�آموزان از

و چهارضلعͬ�ها و مثلث�ها انواع و دایره شناخت با هندسه در واقع در باشند. داشته خواصشان

از ͷی کدام ͷکم به مͬ�توان را جبری مسائل که فهمید بهتر مͬ�توان هندسͬ، اشͺال این خواص

٢٠Laborde
٢١messingup



٢٧ زندگͬ به معاصر ریاضیات آوردن برای هندسه قدرت ۴.٢

کرد. حل اشͺال این

شروع دانش�آموزان که مͬ�شود باعث مͬ�شود، کشیده هندسه داخل به جبری مسأله�ی ͷی که زمانͬ

ساختار و هندسͬ موضوعات بین رابطه�ی درباره�ی حدس�ها این و کنند فرضیه و حدس ساختن به

روش�های به مسأله اثبات است. دبیرستان دوره�ی آموزشͬ برنامه�های از ͬͺی این و بود، خواهد آن�ها

مͬ�شود. یادآور را هندسͬ ابزارهای از استفاده سودمندی هندسͬ، مختلف

مختلف، موضوعات و واقعͬ دنیای با هندسه پیوند کردیم، بیان قبل قسمت�های در که همانطور

که شود باعث همچنین شود. واقع مفید ریاضیات به علاقه�مندی و انگیزه ایجاد در مͬ�تواند

بالای قدرت بعد، قسمت در بنگرند. خود پیرامون به متفاوتͬ صورت به ریاضͬ دانش�آموزان

مͬ�کنیم. تشریح را مختلف مسائل با ارتباط ایجاد در هندسه

زندگͬ به معاصر ریاضیات آوردن برای هندسه قدرت ۴.٢

که مͬ�شوند، مواجه دانش�آموزان طرف از سؤال این با دنیا سرتاسر در ریاضͬ معلمان از بسیاری

تلاش در پیوسته معلمان، که ندارد وجود ͬͺش دارد؟ فایده�ای چه ریاضیات از قسمت هر مطالعه�ی

میان این در است ممͺن که موضوعاتͬ از ͬͺی حال عین در هستند. سؤالاتͬ چنین به پاسخ برای

است. زندگͬ به معاصر ریاضیات آوردن برای هندسه قدرت چͽونگͬ گرفتن نظر در کند، ͷکم

است. مطلب این گویای پرچم�ها و سیاه�چاله�ها دوتایی، حباب مانند مثال�هایی

برابر حجم�های با استاندارد دوتایی حباب ١.۴.٢

ایجاد تقاطع از که کران�داری سطح وسیله�ی به که است متقاطع حباب جفت ͷی دوتایی، حباب

حدس این ابتدا در است. شده داده نشان (١.٢) شͺل در که همانطور شده�اند. جدا یͺدیͽر از شده،

مسطح قرص از کرانه�ای که شͺلͬ در مͬ�کنند، ایجاد کره دو که سطحͬ مساحت که آمد وجود به

است. دیͽری آرایش هر از کمتر مͬ�کنند، تقسیم برابر حجم دو به را فضا و مͬ�آورند وجود به را



٢٨ زندگͬ به معاصر ریاضیات آوردن برای هندسه قدرت ۴.٢

شده داده نشان همچنین شد. اثبات میلادی ١٩٩۵ سال در برابر حجم با کره دو برای حدس این

دوتایی حباب :١.٢ شͺل

به کننده جدا کرانه�ی و مͬ�یابد کاهش آمده بوجود سطح مساحت نابرابر، حجم با حباب دو برای که

جواب بدون سه�تایی حباب مورد در مشابه حدس�های مͬ�باشد. کره�ها از ͬͺی از جزئͬ خود خودی

ببینید. را (٢٠٠٨) بروباکر٢٢ حباب، مورد در مسائلͬ چنین مورد در بیشتر اطلاعات برای است.

سیاه�چاله�ها شدن ͬͺی ٢.۴.٢

دست کامپیوتر مدلسازی در غیرمنتظره پیشرفت ͷی به ناسا دانشمندان میلادی، ٢٠٠۶ سال در

شبیه�سازی کنند. شبیه�سازی را مͬ�شوند ͬͺی که سیاه�چاله�هایی جاذبه�ای موج�های توانستند آن�ها یافتند.

ͷی در شده انجام نجومͬ محاسبات بزرگترین شده، داده نشان (٢.٢) شͺل در که سه�بعدی

مͬ�باشد. ناسا ابرکامپیوتر

پرچم بودن اهتزاز در ٣.۴.٢

از موضوع ͷی بیان طول در شاید مͬ�شود. بیان مدرسه ریاضͬ کلاس در گاهͬ پرچم�ها طراحͬ

علاقه�مند ریاضیدانان تمایلات از ͬͺی ریاضͬ صورت به پرچم حرکت مدلسازی حال عین در تشابه.

دیفرانسیلͬ - انتگرالͬ معادلات تحلیلͬ و عددی حل ریاضیاتͬ، (چنین مͬ�باشد پویا سیستم�های به

٢٢brubaker



٢٩ آنالیز درک برای هندسه ۵.٢

سیاه�چاله�ها :٢.٢ شͺل

ببینید. را (٣.٢) شͺل مͬ�شود). شامل را کوشͬ کرنل�های وسیله�ی به خطͬ غیر جزئͬ

زندگͬ، عادی جریان�های و موقعیت�ها و معاصر ریاضیات بین ارتباط برقراری در هندسه قدرت

بدین ریاضͬ درس کلاس در مسائل این بیان کند. پیدا نمود مختلف، موضوعات بیان در مͬ�تواند

نگاه پرچم�ها و نجومͬ اجرام حباب�ها، به متفاوتͬ صورت به ریاضیات یادگیرندگان که است معنͬ

مͬ�کنند.

را ریاضیات از دیͽری حوزه�ی با هندسه مفهومͬ ارتباطات از ͬͺی قسمت، این در که است شایسته

کنیم. بیان روشنͬ به مثال چند بیان با

آنالیز درک برای هندسه ۵.٢

داده آموزش هم، از جدا حوزه�هایی در دبیرستان در امˁا است، یͺپارچه علمͬ ریاضیات چه اگر •

هندسͬ مفاهیم برخͬ کاربرد رو این از مͬ�گیرد. صورت هندسه از بعد آنالیز یادگیری عموماً مͬ�شود.

انتگرال�های برای و مشتق برای هندسͬ تفسیرهای مثال عنوان (به مͬ�شود واقع مفید آن یادگیری در

قاعده این از هم آنالیز و دارد را خود زبان ریاضͬ از حوزه هر مͬ�شوند). بیان دیر خیلͬ نظر به معین



٣٠ آنالیز درک برای هندسه ۵.٢

پرچم حرکت به مربوط نمودار :٣.٢ شͺل

بهتر مͬ�باشد، هندسه یادگیری از بعد که دبیرستان در آن یادگیری زمان به توجه با نیست. مستثنͬ

شود. معرفͬ و بیان هندسͬ شده�ی شناخته زبان پایه بر آنالیز زبان که است

a١, a٢, ..., a١٠٠, ... صورت به حقیقͬ اعداد محور روی a = (an)n≥٠ دنباله نمايش معمولا˟ •

نیست شهودی زیاد نمایش، شیوه�ی این مͬ�شوند. داده نمایش میان در ͬͺی جملات نتیجه در و بوده

نگاشت دنباله ͷی نیست. درست اندازه�ای تا دلیل همین به و نمͬ�دهد نشان را دنباله پویایی و

این دنباله برای ساده نمایش ͷی است). a(i) برای نمادگذاری ͷی ai (و است a : N∗ −→ R

دکارتͬ ضرب اعضای An = (n, an) که دهیم نمایش را A = {An | n ∈ N∗} نمودار که است

بهتر مͬ�کند. مجسم خوبی به را هندسه - آنالیز ارتباط ͬͺگرافی نمایش این باشند. مͬ N × R

کنیم. بیان را ساده و اولیه مفاهیم ابتدا که است

کران�دار بالا (از کران�داری مفاهیم دهیم، Aنمایش نمودار وسیله�ی به را a = (an)n≥٠ دنباله اگر •

مͬ�شوند. ظاهر خوبی به بودن) کران�دار بودن، کران�دار پایین از بودن،

افقͬ راست خط ، m ∈ R هر برای ،N × R دکارتͬ ضرب از حاصل مختصات صفحه�ی در •

ایجاد هستند، هم از جدا که m− و m+ باز صفحه�ی نیم دو خط، این که مͬ�گیریم نظر در را hm

را b افقͬ نوار آن�ها اشتراک و است تهͬ غیر p+

∩
q− باشد، p < q اگر .((١) (شͺل مͬ�کند

مثبت صحیح عدد هر برای شده، داده نشان (٣) شͺل در که همانطور .((٢) مͬ�دهد(شͺل تشͺیل
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اعداد سوی به vn خط از n+ صفحه�ی نیم نتیجه در مͬ�گیریم. نظر در را vn عمودی راست خط ،n

مͬ�شود. گرفته نظر در n از بزرگتر طبیعͬ

داشت: خواهیم را زیر جالب موقعیت�های نتیجه در است. بسته N × R در و است اختیاری A

دنباله نمایش :۴.٢ شͺل

است کران�دار بالا از a دنباله گوییم گاه آن ،A ⊂ m− باشیم mداشته معلوم مقدار برای اگر الف-

است. آن بالای کران ͷي m و

است کران�دار پایین از a دنباله گوییم گاه آن ،A ⊂ µ+ باشیم داشته m معلوم مقدار برای اگر ب-

است. آن پایین کران ͷی µ و

کران�دار a دنباله گوییم بͽیرد، قرار b افقͬ نوار درون A یعنͬ بیفتد، اتفاق بالا حالت دو هر اگر پ-

کران�دار بالا از خواص (an مقادیر An(یعنͬ نقاط تعداد بودن متناهͬ موقعیت که بدانیم باید است.

مقادیر است ممͺن تنها نمͬ�دهد، تغییر a یا A برای را بودن کران�دار و بودن کران�دار پایین از بودن،

دنباله�ها، برای بͽوییم است ممͺن نکته این به توجه با نیست. مهم کل در پس دهد، تغییر را کران�ها

است. مجانبی خاصیت ͷی کران�داری

نیستیم. دنباله�ها یͺنواختͬ هندسͬ تفسیر دنبال به ما •

کران�داری اساس بر را آن است بهتر است، دنباله�ها برای اساسͬ خاصیت ͷی همͽرایی چون •

نباشد، مهم کران�ها مقادیر ریاضیات در اگر حتّͬ بالا). هندسͬ تفسیر از استفاده (با کنیم تعریف
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همͽرایی نتیجه در و کران�داری مفهوم تا باشیم داشته A برای را افقͬ نوارهای باری�ͷترین مͬ�توان

از An نقاط متناهͬ تعداد که گرفت نظر در باید هم را نکته این کنیم. تفسیر هندسͬ صورت به را

چون باشد. ͷباری کافͬ اندازه به که شوند مͬ A برای نواری راحت انتخاب از مانع A مجموعه

انتخاب با و A جای به که مͬ�شویم ترغیب شده، ظاهر مجانبی خاصیت ͷی عنوان به کران�داری

و lim sup معرفͬ برای بعداً است ممͺن ایده این بͽیریم. نظر در را A
∩

n+ ،n مناسب مقدار

باشد. برانگیزنده و شود گرفته کار به lim inf

همͽرا دنباله�های مورد در بیابیم؟ مͬ�خواهیم که ،ͷباری اندازه آن به نوارهایی است ممͺن آیا •

در شده داده شرح هندسͬ تفسیر است بهتر آنالیز) زبان (در آن تعریف برای است. مثبت جواب

خط ͷی معمول طور به باید ͷباری نوار دو هر که کنیم توجه باید ابتدا بͽیریم. نظر در را (۴) شͺل

qi و pi حقیقͬ عدد دو bi افقͬ نوار برای اکنون خط. ͷی تنها و باشند برداشته در را hα راست

نیست مناسب مرحله این (در هستند باز نوارها که مͬ�دانیم ،pi < α < qi که طوری به دارد وجود

در مͬ�باشد، N+
i صفحه�ی نیم در که bi نوار از قسمت آن باشیم). داشته را تساوی حالت�های که

ͷباری کافͬ اندازه به bi اگر است). شده داده si وسیله�ی به شͺل در (مختصراً مͬ�شود گرفته نظر

روند این و است گرفته قرار Ni+١ ناحیه�ی در که مͬ�کنیم انتخاب را bi+١ مانند بهتری نوار نباشد،

آورده بدست را مطلوب ͷباری نوار سرانجام تا کند، پیدا ادامه نامعلومͬ طور به است ممͺن افزایشͬ

است بهتر امˁا کند، متقاعد را شهود صورت، بدین همͽرایی تجسم شاید دهیم. نشان را همͽرایی و

دارد وجود Nای مͬ�شود، شامل را α که b مانند نوار هر برای کنیم: بیان هندسͬ زبان به را آن ابتدا

مقدار انتخاب با و A جای به که گفتیم (قبلا́ مͬ�باشد (A
∩

s) ⊂ b گاه آن s = N+ اگر که

ترتیب بدین است). مجانبی خاصیت ͷی کران�داری چون مͬ�گیریم، نظر در را A
∩

n+ ،n مناسب

مͬ�شود. ثابت کران�داری و مͬ�گیرد قرار b نوار درون دنباله

p = α− ϵ و q = α+ ϵ (پس دهیم ترجیح را متقارن نوارهای هندسͬ شهود نظر از است ممͺن

مͬ�گیریم). نظر در را

ترسیم را آن واقعاً نمͬ�توانیم ما و است نامتناهͬ N∗ کنیم: بیان را ایراد ͷی (۴) شͺل در باید •

که ندارد لزومͬ موقعیت، این از دوری برای کنیم. تقسیم تکه زیادی تعداد به را آن اگر حتّͬ کنیم،

را r = (rn)n∈N∗ دنباله اگر بͽیریم. نظر در هستند، مساوی مسافت دارای که را N از نقاطͬ



٣٣ آنالیز درک برای هندسه ۵.٢

دنباله نمایش :۵.٢ شͺل

صحیح عدد گاه آن مͬ�شود. ͷنزدی p یعنͬ حدش، به افزایشͬ و یͺنواخت طور به که کنیم انتخاب

درون N∗ از نمایشͬ ،r١ = ٠ باشیم داشته اگر مͬ�دهیم. نمایش rn مقدار وسیله�ی به را n مثبت و

a = (an)n≥٠ دنباله که A نمودار به باید فقط خوشبختانه .((۵) (شͺل داشت خواهیم [٠،p] بازه

مقادیر کنیم. رسم خاصͬ طور به را آن که باشیم فکر این به نیست لازم و کنیم فکر مͬ�دهد، نشان را

دهیم. تشخیص هم از شͺل روی را آن�ها نتوانیم که باشند ͷنزدی قدر آن شاید rn+١ و rn

به که این برای باشد. D برای انباشتگͬ نقطه�ی a و f : D → R تابع و D ⊂ R کنید فرض •

نه ،(۶) شͺل همانند مͬ�باشد، e مͬ�کند، میل x → a که زمانͬ ،f حد دهیم نمایش شهودی طور

نظر در نیز را c مانند عمودی نوارهای بعضͬ باید بلͺه بͽیریم، نظر در را b افقͬ نوارهای باید تنها

صورت به شوند. شامل را d = va خط باید عمودی نوارهای و he خط باید افقͬ نوارهای بͽیریم.

مختصر:

(∗)∀b∃c : x ∈ c \ d ⇒ f(x) ∈ b

ابعاد است ممͺن شود. گرفته نظر در خاص خیلͬ محدوده�ی ͷی باید A(a, e) نقطه�ی برای

تابع به وابسته آن افقͬ ابعاد امˁا .(A پایین و بالا کنیم( انتخاب دلخواه به را محدوده این عمودی

مͬ�کند ͷکم این است. مهم c از d کردن جدا مͬ�بینیم، (*) در که همانطور مͬ�کند. تغییر f تحلیلͬ

بخشͬ محدوده، ͷی کنیم. فکر شده�اند، ساخته ناحیه دو از خاصکه محدوده�های انواع درباره�ی که
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دنباله نمایش :۶.٢ شͺل

ببینیم. b نوار در را آن مͬ�توانیم که بردارد در را d راست خط از

آنالیز)، (اجزای توابع به که ͬͺگرافی نمایش ͷتکنی دارد: وجود هندسه و آنالیز بین دیͽری ارتباط

سویه ͷی هدفͬ خود خودی به ارتباط این نباید مͬ�دهد. نسبت را هندسه) (اجزای نمودارهایشان

صورت به را آن�ها مͬ�خواهیم ما ولͬ مͬ�طلبد، نمودارهایی روزانه فعالیت�های مͬ�کنیم تصور شود.

کنیم. بیان تئوری

جزء دو دهیم، نمایش صفحه در را آن اعضای بخواهیم اگر باشد. مجموعه ͷی S کنید فرض

به مناسب) دکارتͬ چارچوب ͷی (در عضو هر و مͬ�شوند تصویر x, y نقاط وسیله�ی به اساسͬ

به است ممͺن S مجموعه�های زیر بعضͬ مͬ�شود. داده نمایش M = (x, y) نقطه�ی وسیله�ی

این بررسͬ مͬ�شوند. تعریف چͽونه توابع این که است این سؤال حال شوند. تعریف توابع وسیله�ی

است. امͺان�پذیر آنالیز در آن، به پاسخ و سؤال
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هندسه یادگیری و آموزش در موضوعاتͬ ۶.٢

قضیه�های و جالب مسائل از پر که چرا است، ریاضیات تدریس برای شͽفت�انگیزی حوزه�ی هندسه

گسترش با مأنوسͬ طور به و است باز مختلف رویͺردهای بسیاری به نسبت است، شͽفت�آور

حیاتͬ کاربردی و ماست فرهنگͬ تجربه�ی از کاملͬ و جامع بخش هندسه، دارد. ارتباط ریاضیات

و شهودی حواس هندسه، دارد. طراحͬ و معماری فن در ویژه به زندگͬ، گوناگون جنبه�های در

خود به را یادگیرندگان توجه و علاقه مͬ�تواند نتیجه در مͬ�گیرد، کار به را ما دیداری و زیبایی�شناسͬ

بیشتر اعداد، و جبر مانند ریاضیات دیͽر حوزه�های در که یادگیرندگانͬ آن خصوص به کند، جلب

را بیشتری دانش�آموزان هندسه، تدریس خلاقیت. و هیجان تا مͬ�شوند شͺست و سردرگمͬ دچار

مͬ�کند. توانمند ریاضیات در موفقیت کسب برای

مͬ�باشد. آموزش برای نیاز مورد موضوع ͷی هندسه که مͬ�کند بیان خوبی به گفته�ها و جنبه�ها این

و فرهنگͬ زمینه�ی بدانیم، را قضایا و جالب هندسͬ مسائل شناخت چͽونگͬ باید هندسه آموزش در

موضوعات غالباً که هنگامͬ دریابیم. را آن فراوان و متنوع کاربردهای و کرده درک را هندسه تاریخͬ

آموزش مͬ�توان شده، ریاضیاتحͺمفرما درسͬ برنامه�ی بر جبر) و عددی خصوصنیازهای (به دیͽر

آن�ها و ساخت سرگرم�کننده و مهیج آن�ها برای را یادگیری و کرد پیشنهاد یادگیرندگان برای را هندسه

کرد. هدایت ریاضیات درک و شناخت در بیشتر موفقیت و فهم سوی به را

واقع در مͬ�کنیم. بیان را آن یادگیری و آموزش و هندسه خاص ویژگͬ�های بعضͬ قسمت، این در

این و مدرسه ریاضیات درسͬ برنامه�ی در هندسه گرفتن قرار دلایل و کرده بررسͬ را هندسه ماهیت

مͬ�دهیم. شرح را شود داده آموزش شͺل بهترین به مͬ�تواند چͽونه که

چیست؟ هندسه ٧.٢

به دیͽری و زمین معنای به ͬͺی شده، تشͺیل باستانͬ یونانͬ واژه�ی دو از Geometrry واژه�ی

سانسͺریت واژه�ی از است ممͺن Geometry واژه�ی نیز و یونانͬ واژه�های این اندازه�گیری. معنای

مشاهده�ی معنͬ به miti و منحنͬ یا خم معنͬ به jya سانسͺریت (در باشند شده مشتق jyamiti



٣۶ چیست؟ هندسه ٧.٢

و ریاضیات) شاخه�ی قدیمͬ�ترین (شاید است قدیمͬ بسیار هندسه است). اندازه�گیری یا صحیح

از شͺلͬ یونانͬ)، علاوه�ی به چینͬ و مصری بابلͬ، هندی، (شامل مختلف قدیمͬ فرهنگ�های در

بود. مرتبط ͬͺفیزی اجسام حجم�های و مساحت�ها طول�ها، بین روابط با که مͬ�یافت گسترش هندسه

مͬ�گوییم) مساحͬ امروز که چه آن (یا زمین مساحت گرفتن اندازه برای هندسه قدیم، زمان�های در

مثال�های و باستان مصر اهرام مانند مذهبی، و فرهنگͬ محصولات ساخت در نیز و مͬ�رفت کار به

داشت. کاربرد دیͽر بسیار

در هندسه زمینه�ی در شده جمع�آوری دانش بیشتر ،(٣٠٠ BCE) میلاد از قبل سال سیصد حدود

١٠ پایه�ی بر و برداشته در را اصول که کتاب ١٣ در شد. تدوین اقلیدس اصول عنوان با کتابی

بودند. شده اثبات استقرایی منطق وسیله�ی به که بوده، قضیه صدها و منطقͬ قیاس و موضوعه اصل

احتمالا˟ جز به دیͽری کار هیچ شاید آورد. در تجسم به را قیاسͬ روش بسیاری قرون برای که اصولͬ

دیͽری کار هیچ شاید و نشد اصلاح و مطالعه وسعتͬ چنین در کوران٢٣ مسلیم و بیبل کریستیان

نسخه�های بعضͬ که حالͬ در نکرد. اعمال علمͬ تفکر بر عظیم�تری اثر اقلیدس اصول به نسبت

چاپ اولین از بعد اقلیدس، اصول از چاپ هزار از بیشتر که شده گفته است، موجود نهم قرن خطͬ

هندسه، جنبه�های همه�ی بر ساله هزار دوره�ی دو از بیشتر برای و شد انجام میلادی، ١۴٨٢ سال در

بود. حͺمفرما آن آموزش جمله از

پس، آن از شد. عظیم تحولات دچار ͷکادمی آ نظم�های بیشتر همانند هندسه نوزدهم، قرن در

که طوری به است. یافته افزایش تصور حد از فراتر تقریباً آن درونͬ گوناگونͬ و هندسه مضمون

فضا با رابطه در ریاضͬ قضایای وسیع خانواده�ی از فرعͬ قسمت ͷی فقط اقلیدسͬ هندسه�ی اکنون

مͬ�باشد.

هندسه�ی تصویری، هندسه�ی ،٢۴ͬͺلباچفس هندسه�ی هذلولوی، هندسه�ی دیفرانسیلͬ، هندسه�ی معنͬ

امروزه مͬ�دانید؟ را ریمانͬ هندسه�ی یا مسطح هندسه�ی اقلیدسͬ، هندسه�ی جبری، هندسه�ی بیضوی،

هندسه�ی بودن غنͬ این که ،(١٩٩١ (مالͺویچ٢۵، کنیم طبقه�بندی را هندسه نوع ۵٠ از بیش مͬ�توانیم

نوع چه که مͬ�کند ایجاد درسͬ برنامه�ی طراحان برای هم را اساسͬ سؤالͬ امˁا مͬ�کند. بیان را مدرن

٢٣Christian Bible, Muslim Koran
٢۴Lobachevskian
٢۵Malkevitch



٣٧ چیست؟ هندسه ٧.٢

برنامه�ی در مͬ�تواند هندسه�ای چه حقیقت، در گیرد؟ قرار ریاضͬ درسͬ برنامه�ی در باید هندسه�ای

پاسخ و سؤال این با رویارویی برای رود. کار به دانشͽاه تا مدرسه از پیش از سطحͬ، هر در درسͬ

هندسه آموزش مقاصد و اهداف همچنین و چیست هندسه که برگردیم سؤال این به است بهتر آن، به

بͽیریم. نظر در را

هندسه، مͬ�کند: ارائه چنین این را هندسه از سودمند تعریفͬ زیمان٢۶ کریستوفر انگلیسͬ، ریاضیدان

آوردن یاد به برای را ما) حواس ترین (جالب عینͬ شهود که دربردارد را ریاضیات از شاخه�هایی آن

مͬ�برد کار به جهانͬ بینش ایجاد و حقیقت درک حدس�ها، کردن القا اثبات�ها، فهمیدن قضیه�ها،

هستند انتقالͬ قابل مهارت�های این�ها .(٢٠٠١ ریاضͬ، مشترک انجمن ،UK سلطنتͬ (مجمع

داده آموزش آن�ها توسط امˁا هستند. ضروری علوم، و ریاضیات دیͽر شاخه�های همه�ی برای که

این را هندسه آموزش مقاصد ریاضͬ، مشترک انجمن و UK سلطنتͬ مجمع گزارش نمͬ�شوند.

مͬ�کند: خلاصه گونه

تجسم؛ توانایی و هندسͬ شهود فضایی، گاهͬ آ گسترش منظور به -١

بعد؛ ٣ یا ٢ در هندسͬ تجربه�های نظر وسعت ایجاد برای -٢

قضایا؛ و هندسͬ ویژگͬ�های کاربرد توانایی و آن درک و دانش گسترش برای -٣

اثبات؛ و استقرایی استدلال حدس، کاربرد و گسترش تشویق برای -۴

واقعͬ؛ دنیای متن در مسأله حل و مدلسازی طریق از هندسه کاربرد مهارت�های گسترش برای -۵

خاص؛ هندسͬ زمینه�های در ICT سودمند مهارت�های توسعه�ی برای -۶

ریاضیات؛ به مثبت گرایش ایجاد برای -٧

هندسه. کنونͬ کاربردهای و جامعه در هندسه تاریخͬ و فرهنگͬ میراث از بیشتر گاهͬ آ برای -٨

فراهم را سؤال این به پاسخ امͺان هندسه، آموزش مقاصد به توجه و هندسه از شده ارائه تعاریف

گیرد. قرار مدرسه ریاضیات درسͬ برنامه�ی در باید هندسه چرا که مͬ�کند

٢۶Christopher Zeeman



٣٨ مͬ�شود؟ داده قرار مدرسه ریاضیات درسͬ برنامه�ی در هندسه چرا ٨.٢

داده قرار مدرسه ریاضیات درسͬ برنامه�ی در هندسه چرا ٨.٢

مͬ�شود؟

انتقادی، تفکر (تجسمͬ)، دیداری مهارت�های تا مͬ�کند ͷکم دانش�آموزان به هندسه مطالعه�ی

اثبات و منطقͬ استدلال استقرایی، استدلال زدن، حدس مسأله، حل شͬء، تجسم (شهود)، بینش

حوزه�های فهمیدن برای دانش�آموزان به ͷکم در مͬ�توانند هندسͬ نمایش�های دهند. گسترش را

نمودارهای بین روابط حساب، علم در ضرب�ها و تقسیم�ها شوند: گرفته کار به ریاضیات از دیͽری

حوزه�های دیͽر در فضایی استدلال آمار. در داده�ها ͬͺگرافی نمایش�های و متغیر) سه یا دو (از توابع

کاربردی تجهیزات با کار است. مهم تکنولوژی و طراحͬ هنر، جغرافͬ، علوم، قبیل از درسͬ برنامه�ی

کند. ͷکم مطلوب ماشینͬ مهارت�های گسترش به مͬ�تواند هم

اوقات گاهͬ و جالب بسیار نتایج مͬ�کند. ایجاد فرهنگͬ و تاریخͬ غنͬ زمینه�ی ͷی هندسه،

بیشتر تا کند تشویق را دانش�آموزان مͬ�تواند که دارد وجود هندسه در شهودی غیر یا شͽفت�انگیز

دانش�آموزان کنجͺاوی حس که شود ارائه گونه�ای به هندسه اگر بفهمند. را چرایی نیز و بͽیرند یاد

کرده تقویت آن�ها در را یادگیری مͬ�تواند نتیجه در کند، تشویق اکتشاف برای را آن�ها و برانگیزد را

در مسائلͬ کردن مطرح برای دانش�آموزان تشویق با دهد. افزایش ریاضیات سمت به را گرایششان و

شهود از آن در که ساختار، دارای بحث�های گسترش و ایده�هایشان درباره�ی کردن صحبت هندسه،

آن�ها به را اثبات اهمیت و دهیم افزایش را ارتباطیشان مهارت�های مͬ�توانیم مͬ�گیرند، بهره خود

اجتماعͬ، فرهنگͬ، گسترش در را ریاضیات نقش مͬ�توان که است هندسه طریق از دهیم. نشان

فهمید. دانش�آموزان فکری و معنوی

ارزشمند مͬ�کند. ایجاد اثبات اندیشه�های گسترش برای بسیاری موقعیت�های و فرصت�ها هندسه،

کامپیوتر صفحه�ی بر مͬ�توان که تصاویری خصوص به تجسمͬ، تصاویر کنیم، تأکید که است

اثبات منظور به دانش�آموزان مͬ�کنند. دعوت حدس تعمیم و مشاهده به را دانش�آموزان کرد، ایجاد

اصلͬ ساختار به و مͬ�شوند مرتبط یͺدیͽر به شده مشاهده تصاویر چͽونه که بفهمند باید حدس�ها

و دوایر نقاط، با کار معنای به شده مشاهده تصاویر درک پویا، هندسه�ی نرم�افزار در مͬ�پیوندند.

است. عمود و موازی خطوط



٣٩ مͬ�شود؟ داده قرار مدرسه ریاضیات درسͬ برنامه�ی در هندسه چرا ٨.٢

محرک�های طریق از ما آموخته�های و تجربه�ها بیشتر و مͬ�کنیم زندگͬ سه�بعدی جهان ͷی در ما

بشری زندگͬ برای دیداری اطلاعات تفسیر توانایی نتیجه در مͬ�شود. حاصل دیدن عمل و دیداری

و مسائل حل در آن از مطمئن استفاده�ی و فضایی آثار ارتباط چͽونگͬ از بیشتر درک است. اساسͬ

گسترش به هندسه باشد. دانش�آموزان همه�ی آموزشͬ تجربه�ی از بخشͬ باید نو موقعیت�های فهمیدن

برای که مͬ�کند ͷکم دانش�آموزان به تجسم مͬ�کند. بسیاری ͷکم تجسمͬ و دیداری مهارت�های

نیازی نمادین نمایش�های کاربرد یا نمودارها دقیق رسم به مسائل دیͽر و ریاضͬ مسائل اکتشاف

گسترش را فضایی موقعیت�های شهودی درک مͬ�تواند ذهن در شده ایجاد تصاویر باشند. نداشته

ارتباطͬ مهارت�های گسترش به مͬ�تواند هم شخصͬ، و دیداری تصاویر گذاشتن اشتراک به دهد.

توصیف یا یͷتصویر تفسیر برای بسیاری راه�های که دهد نشان آن�ها به هم و کمͷکند دانش�آموزان

دارد. وجود کتبی و شفاهͬ

بسیاری و موسیقͬ معماری، هنر، زیبایی فهم است. بصری و عینͬ ما فرهنگͬ زندگͬ بیشتر قسمت

و جهت�یابی تناسب، پرسپͺتیو، تقارن، هندسͬ، اصول شامل فرهنگͬ و مصنوعͬ محصولات از

دارد، نیاز هندسͬ گاهͬ آ به هم تکنولوژی آثار و علمͬ اصول از بسیاری درک مͬ�باشد. آن مانند

بخشͬ هندسه، است. نیازمند هندسͬ گاهͬ آ به نقشه خواندن و جهت�یابی هوانوردی، که چنان

شامل مسأله بسیاری، موارد در است. ریاضیات متداول و عظیم کاربردهای در اساسͬ و قدرتمند

فرمͬ در جواب ارائه�ی و هندسͬ مسائل حل سودمند، فرمͬ به کامپیوتر به هندسͬ اطلاعات دادن

که تصویری یا مͬ�شود اجرا که فعالیتͬ مͬ�شود، ساخته که طرحͬ مانند مͬ�باشد، تجسمͬ یا فضایی

دارد. توجهͬ قابل هندسͬ دانش به نیاز مسائل این حل است. سرگرم�کننده
وایتل٢٧ͬ توسط آن، آموزش ضرورت و هندسه حیاتͬ کاربردهای از گویا مثال�هایی خلاصه، طور به

شده�اند: بیان

٢٧whitely



۴٠ مͬ�شود؟ داده قرار مدرسه ریاضیات درسͬ برنامه�ی در هندسه چرا ٨.٢

تجسمͬ نمایش�های و کامپیوتری انیمیشن ١.٨.٢

ایجاد بشری مشاهدات برای متحرک و ایستا اشیای از غنͬ بسیار تصاویر مͬ�تواند کامپیوتر چͽونه

در تمرینͬ را انیمیشن آن ساخت، را A Bugs life انمیشن ویدیو که هندسه�دانان از ͬͺی کند.

ریاضیات واقع در کرد. توصیف ریاضیات جدید سطوح وسیله�ی به لباس مدلسازی و بافت کنترل

است. هندسͬ مدلسازی از بخشͬ فرکتال، مانند هندسͬ، پایه�ی با جدید

فرکتال :٧.٢ شͺل

ͬͺپزش تصویربرداری ٢.٨.٢

بدن مختلف قسمت�های از مناسب سه�بعدی تصاویر ایجاد نیازمند دقیق، اندازه�گیری�های انجام

مغناطیسͬ تشدید تصویر یا فراصدا تصاویر یا طرح�ها از سری ͷی مͬ�توان مثال، عنوان به است.

تعداد چه که، دارد وجود سؤال این حال کرد. ایجاد را مختلف نقاط یا مسیرها از (MRI)

تصویر�سازی برای مͬ�تواند الͽوریتمͬ چه و است؟ نیاز کامل سه�بعدی تصاویر ایجاد برای اندازه�گیری

پرتونگاری مانند جدیدی حوزه�های در سؤالاتͬ چنین رود؟ کار به بدن مختلف قسمت�های از کامل

مͬ�شوند. داده پاسخ هندسͬ



۴١ مͬ�شود؟ داده قرار مدرسه ریاضیات درسͬ برنامه�ی در هندسه چرا ٨.٢

MRI :٨.٢ شͺل

هندسͬ مدلسازی و کامپیوتر کارگیری به طرح ٣.٨.٢

کردن دستکاری یا اصلاح طراحͬ، توصیف، ،(CAD) کامپیوتر کارگیری به طرح در اصلͬ مسأله�ی

در که غیره و مصنوعͬ مؤلفه�های ساختمان�ها، هواپیماها، ماشین�ها، مانند ماست. موردنظر اشͺال

کافͬ قدر به ساخت مستقیم کنترل برای باید توصیف�ها مͬ�شود. استفاده کامپیوتر از آن�ها طراحͬ

به بدهند. ͬͺفیزی مدل هر ساخت از پیش را اشیاء کردن امتحان و شبیه�سازی امͺان و باشند دقیق

از استفاده بدون و کامپیوترها وسیله�ی به کامل طور به اخیر بوئینگ هواپیماهای بیشتر مثال، عنوان

شدند. طراحͬ ͬͺفیزی مدل�های

ͷرباتی ۴.٨.٢

محیط از هندسͬ مدل ͷی باید آن) مانند و سنسورها دوربین�ها، از (استفاده ربات از استفاده برای

سه�بعدی، مدلسازی مثال، عنوان (به مͬ�شود گرفته کار به هندسͬ واژه�نامه�ی چه که این کنیم. ایجاد
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که مͬ�شود تحقیق حوزه�ای در مͬ�شوند، ساخته اطلاعات چͽونه و غیره) و چند�سطحͬ تقریب

مͬ�شود. نامیده محاسباتͬ هندسه�ی

که مͬ�باشند، آموزشͬ برنامه�ی در هندسه یاددهͬ ضرورت بیان برای دلایل بعضͬ کاربردها، این

مختصر طور به را هندسه انواع از ͬͺی شد، گفته چه آن بهتر درک برای شدند. بیان وایتلͬ توسط

مͬ�کنیم. معرفͬ

محاسباتͬ هندسه�ی ۵.٨.٢

روش�های از هندسͬ مسائل حل برای که است کامپیوتر علوم شاخه�های از ͬͺی محاسباتͬ هندسه�ی

هندسه�ی الͽوریتم�های مطالعه�ی از برآمده هندسͬ، کاملا́ مسائل از بعضͬ مͬ�کند. استفاده الͽوریتمͬ

حساب به محاسباتͬ هندسه�ی از بخشͬ عنوان به نیز مسائل گونه این مطالعه�ی و است محاسباتͬ

مͬ�آید.

در پیشرفت علمͬ، رشته�ی ͷی عنوان به محاسباتͬ هندسه�ی کردن قلمداد برای اصلͬ انگیزه�ی

کد٢٨/کم٢٩) مانند نرم�افزارهایی وسیله�ی (به رایانه ͷکم با تولیدات و طراحͬ کامپیوتری، ͷگرافی

هستند. قدیمͬ محاسباتͬ، هندسه�ی در مسائل از بسیاری طبیعتاً ولͬ بود.

بصری)، مشͺلات و حرکتͬ (برنامه�ریزی ͷرباتی دانش در محاسباتͬ هندسه�ی دیͽر مهم کاربردهای

مدار طراحͬ راه�ها)، نقشه�کشͬ هندسͬ، مͺان�یابی و (جستجو جغرافیایی اطلاعات سیستم�های

ماشین�های (برنامه�ریزی کمͷرایانه با مهندسͬ و مجتمع) مدارهای هندسͬ بازبینͬ و (طراحͬ مجتمع

مͬ�باشد. عددی) کنترل

از: عبارتند محاسباتͬ هندسه�ی اصلͬ شاخه�های

به را هندسͬ اشیای محاسباتͬ هندسه�ی این الͽوریتمͬ): (هندسه�ی ترکیبی محاسباتͬ هندسه�ی •

نوشته شاموس٣١ و پرپاراتا٣٠ توسط که کتابی براساس مͬ�گیرد. نظر در گسسته موجودات عنوان

٢٨CAD
٢٩CAM
٣٠Preparata
٣١Shamos
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شده بیان میلادی ١٩٧۵ سال در بار نخستین مفهوم، این با محاسباتͬ هندسه�ی لفظ است، شده

است.

مدلسازی یا و رایانه ͷکم با هندسͬ طراحͬ ماشینͬ، (هندسه�ی عددی محاسباتͬ هندسه�ی •

مناسبی صورت به را واقعͬ دنیای اشیای که است این محاسباتͬ هندسه�ی� این کار اساس هندسͬ):

هندسه�ی عنوان به است ممͺن شاخه این آورد. در کد/کم سیستم�های در رایانه�ای محاسبات برای

حساب به کد یا و کامپیوتری ͷگرافی شاخه�های از ͬͺی اغلب و شود گرفته نظر در پیشرفته توصیفͬ

گرفت. قرار استفاده مورد میلادی ١٩٧١ سال از معنا، این با محاسباتͬ هندسه�ی مͬ�آید.

ترکیبی محاسباتͬ هندسه�ی

که مسائلͬ حل برای که است این ترکیبی محاسباتͬ هندسه�ی زمینه��ی در پژوهش از اصلͬ هدف

مطرح قبیل) این از و وجهͬ�ها چند ضلعͬ�ها، چند خط�ها، (نقاط، هندسͬ پایه�ی اشیای زمینه�ی در

شود. تولید مناسبی داده�ای ساختارهای و الͽوریتم�ها مͬ�شوند،

حساب به مشͺل رایانه�ها پیدایش زمان تا که مͬ�رسند نظر به آسان قدری به مسائل این از برخͬ

کنید: توجه جفت نزدی�ͷترین مسئله�ی به مثال برای نمͬ�آمدند.

کنید. پیدا دارند یͺدیͽر از را فاصله کمترین که نقطه�ای دو داریم. صفحه در نقطه n •

عدد کوچ�ͷترین بعد و کرد پیدا را هست معلوم تعدادشان که نقطه�ها، جفت بین فاصله�ی مͬ�توان

تعداد مربع به اجرایش زمان که است این منظور است. nمرتبه٢ از الͽوریتم این کرد. انتخاب را

مرتبه�ی از که بود الͽوریتمͬ ایجاد محاسباتͬ هندسه�ی در ͷکلاسی نتیجه�ی ͷی دارد. بستگͬ نقاط

الͽوریتم�های بر علاوه مͬ�برند، زمان n مرتبه�ی از که تصادفͬ الͽوریتم�های بͽیرد. زمان n logn

شده�اند. کشف نیز مͬ�برند زمان n logn مرتبه�ی از که کننده�ای تعیین

و ده�ها روزانه که مجتمع مدارهای طراحͬ سیستم�های و کامپیوتری ͷگرافی جدید، GIS برای

تفاوت مͬ�تواند n logn مرتبه�ی n٢و مرتبه�ی بین تفاوت مͬ�گیرند، کار به را نقطه میلیون صدها

زیادی تأکید محاسباتͬ هندسه�ی در که است دلیل همین به باشد. محاسبه، ثانیه�ها و روزها بین

است. شده محاسباتͬ پیچیدگͬ روی
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مسائل: انواع

روش�های به گوناگون، معیارهای گرفتن نظر در با مͬ�توان را محاسباتͬ هندسه�ی در اساسͬ مسائل

است. آمده ادامه در بندی�ها رده این از ͬͺی کرد. طبقه�بندی گوناگونͬ

ایستا مسائل

شود. پیدا یا بیاید دست به باید متناسب خروجͬ و مͬ�شود داده ورودی نوعͬ مسائل، از گروه این در

از: عبارتند نوع این اساسͬ مسائل برخͬ

وجهͬ چند یا ضلعͬ چند کوچ�ͷترین داریم، نقطه تعدادی محدب): (رویه�ی محدب پوسته�ی •

نقطه�هاست. همه�ی دربرگیرنده�ی که کنید پیدا را محدبی

کنید. پیدا را پاره�خط تعدادی بین تقاطع�های پاره�خط�ها: تقاطع •

دلونͬ بندی مثلث •

تقسیم�بندی نقطه نزدی�ͷترین اساس بر را فضا نقاط، از مجموعه�ای دریافت با ورونوی: دیاگرام •

کنید.

خطͬ نویسͬ برنامه •

را فاصله کمترین که بیابید را دونقطه�ای نقاط، از مجموعه�ای دریافت با نقطه: جفت نزدی�ͷترین •

دارند.

کوتاه�ترین با وجهͬ) چند مانع ͷی (با اقلیدسͬ فضای در را نقطه دو اقلیدسͬ: مسیر کوتاه�ترین •

کنید. وصل هم به مسیر

تقسیم مثلث تعدادی به را آن داخل سطح ضلعͬ، چند ͷی دریافت با ضلعͬ: چند بندی مثلث •

کنید.

لازم کامپیوتری) (حافظه�ی فضای و زمان براساس مسائل از دسته این برای محاسباتͬ پیچیدگͬ

مͬ�شود. زده تقریب مسأله حل برای

هندسͬ جستجوی مسائل

و جستجو فضای قسمت است: شده تشͺيل قسمت دو از ورودی هندسͬ جستجوی مسائل در

پردازش پیش گونه�ای به باید جستجو فضای قسمت مͬ�کند. تغییر مسأله هر در که جستجو، قسمت

هندسͬ جستجوی اساسͬ مسائل برخͬ دهد. جواب متعدد سؤالات به مطلوبی نحو به بتواند که شود
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از: عبارتند

داخل در که این منظور به مͬ�کند، پردازش پیش را نقاط از مجموعه�ای محدوده: جست�وجوی •

بشمارد. را نقاط تعداد مطلوب، محدوده�ی

ما به که مͬ�کند تولید داده ساختار ͷی شده، بندی تقسیم که فضایی دریافت با نقطه: یابی محل •

دارد. قرار قسمت کدام در نظر، مورد نقطه�ی مͬ�گوید

کند تعیین که مͬ�کند پردازش پیش منظور این به را نقاط از مجموعه�ای همسایه: نزدی�ͷترین •

است. نزدی�ͷتر نظر مورد نقطه�ی به نقطه، کدام

تعیین تا مͬ�کند تولید داده ساختار ͷی فضا، در اجسام از مجموعه�ای دریافت با پرتو: ردیابی •

مͬ�کند. برخورد جسم کدام با بار نخستین نظر، مورد جستجوی پرتوی که کند

زیر مطالب اساس بر مسائل از دسته این برای محاسباتͬ پیچیدگͬ باشد، ثابت جستجو فضای اگر

مͬ�شود: زده تخمین

شود. جستجو آن داخل در باید که داده�ای ساختار ساختن برای لازم حافظه�ی و زمان •

جستجوها. به پاسخ برای اضافͬ) حافظه�ی ͷی مواقع برخͬ (و زمان •

مͬ�کنیم. رجوع پویا مسائل به مͬ�کند، تغییر جستجو فضای که حالتͬ برای

پویا مسائل

مناسب الͽوریتمͬ یافتن هدف، آن�ها در که هستند پویا مسائل مسائل، اصلͬ گروه�های از دیͽر ͬͺی

هندسͬ) عناصر کردن حذف یا (اضافه ورودی داده�ی تغییر هر از بعد که است حلͬ راه یافتن برای

از کدام هر است. پویا داده�ی ساختارهای شامل اغلب مسائل نوع این الͽوریتم�های شود. تکرار

جستجوی مسأله�ی مثال، برای کرد. تبدیل پویا مسئله�ی به توان مͬ را محاسباتͬ هندسه�ی مسائل

پویای جستجوی مسئله�ی به نقطه�ها کردن حذف یا اضافه امͺان کردن اضافه با مͬ�توان را محدوده

برای را محدب پوسته�ی مسئله�ی کار همان پویا، محدب پوسته�ی مسئله�ی کرد. تبدیل محدوده

مͬ�دهد. انجام مͬ�کنند، تغییر پویا طور به که نقاطͬ مجموعه�ی

مͬ�شود: زده تخمین زیر عوامل به توجه با مسائل از دسته این محاسباتͬ پیچیدگͬ

شود. جستجو آن داخل در باید که داده�ای ساختار ساختن برای لازم حافظه�ی و زمان •

فضای در تغییر ͷی از بعد جستجو، مورد داده�ی ساختار دادن تغییر برای لازم حافظه�ی و زمان •
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جستجو.

جستجوها. به پاسخ برای اضافͬ) حافظه�ی ͷی مواقع برخͬ (و زمان •

گوناگون حالت�های

گروه�های از کدام هر جزء محتوایشان به توجه با که کرد برخورد گونه�ای به داده�ها برخͬ با مͬ�توان

مشخص ضلعͬ: چند در نقطه بͽیرید: نظر در را زیر مسأله�ی مثال، برای گیرند. قرار شده معرفͬ

این با موارد از بسیاری در آن. خارج یا است ضلعͬ چند داخل نظر مورد نقطه�ی ͷی که کنید

در مثال، برای است. اول گروه به مربوط که این یعنͬ مͬ�شود، برخورد تیر تک ͷی عنوان به مسأله

ناحیه کدام کند مشخص که است این رایج مسأله�ی ͷی کامپیوتری ͷگرافی نمونه�های از بسیاری

تغییر نظر مورد ضلعͬ چند موارد برخͬ در امˁا است. شده ͷکلی ماوس نشانه�گر توسط صفحه از

وارد ضلعͬ چند مثال، برای مͬ�گذارد. نمایش به را جستجو مورد نقطه�ی که حالͬ در است، ناپذیر

این کردن تعیین مسأله و هواپیما ͷی مͺان نقطه، و باشد کشور ͷی مرز نماینده�ی مͬ�تواند شده

ͷگرافی در شده بیان مثال�های در نهایت، در نه. یا است کرده عبور مرز از هواپیما آیا که است

مربوط که سؤالاتͬ حل به تا مͬ�شوند، ذخیره پویا داده�ی درساختارهای متغیر ورودی�های کامپیوتری

بخشد. سرعت است، ضلعͬ چند داخل نقاط به

عددی محاسباتͬ هندسه�ی

تحت اغلب و است معروف نیز کامپیوتر ͷکم با هندسͬ طراحͬ و هندسͬ مدلسازی به شاخه این

محاسباتͬ، هندسه�ی از نوع این در اصلͬ مسأله�های مͬ�شود. دیده سطح�ها و منحنͬ�ها کلیدواژه�ی

و پارامتری منحنͬ�های ابزارها، مهم�ترین جا این در مͬ�باشد. سطح و منحنͬ ارائه�ی و مدلسازی

روش�های مهم�ترین از نواری. سطح�های و خم�ها بزیر، خم�های مانند هستند، پارامتری سطح�های

عددی، محاسباتͬ هندسه�ی کاربردهای مهم�ترین و نخستین از است. رده تنظیم روش پارامتری، غیر

حضور دلیل به امروزه، امˁا مͬ�باشد. ماشین�آلات صنایع و هواپیماسازی کشتͬ�سازی، در کاربرد

برای که تکنی�ͷهایی با نیز شامپو و عطر جعبه�های حتّͬ آن�ها شدن پیشرفته�تر و رایانه�ها گسترده�ی

مͬ�شوند. طراحͬ بود، ناشناخته میلادی ١٩۶٠ دهه�ی کشتͬ�سازان

اشͺال و محاسباتͬ (شیمͬ شیمͬ مͬ�شوند: نمایان آن در هندسͬ مسائل که دیͽری حوزه�های
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(مدلسازی زیست�شناسͬ متراکم)، مواد و شیشه گوناگون فرم�های (مدلسازی فیزیͷماده مولͺول�ها)،

مͬ�باشند. مهندسͬ حوزه�های بیشتر و (GIS) جغرافیایی اطلاعات سیستم داروسازی)، پروتئین�ها،

GPS ۶.٨.٢

ماهواره ٢۴ با شبͺه�ای از كه است ماهواره ناوگانͬ سیستم ͷی جهانͬ، مͺان�یابی سیستم یا GPS

مصارف برای GPS ابتدا در گرفت. قرار مدار در آمریͺا دفاع سازمان وسیله�ی به و شد ساخته

استفاده�های برای را سیستم این آمریͺا دولت میلادی، ١٩٨٠ سال در امˁا مͬ�شد. گرفته كار به نظامͬ

شبانه ساعت ٢۴ در دنیا، جای هر در و هوایی و آب شرایط درهر GPS گرفت. نظر در شخصͬ

ندارد. وجود GPS از استفاده برای هزینه�ای یا اشتراک حق هیچ و است دسترسͬ قابل روز

سیͽنال�های و مͬ�گردند زمین مدار دور به روز طͬ در بار دو معین، مدار ͷی در GPS ماهواره�های

محاسبه�ی برای و گرفته را اطلاعات GPSاین كننده�ی دریافت مͬ�كنند. ارسال زمین به را اطلاعاتͬ

زمان GPS كننده�ی دریافت واقع، در مͬ�كند. استفاده هندسͬ روش�های از كاربر دقیق مͺان

بازگوكننده�ی زمان اختلاف مͬ�كند. مقایسه سیͽنال دریافت زمان با را ماهواره از سیͽنال ارسال

از چند تعدادی از فاصله، اندازه�گیری با است. GPS كننده�ی دریافت از ماهواره فاصله�ی میزان

ͬͺترونیͺال نقشه�ی روی را آن و كرده مشخص را كاربر مͺان مͬ�تواند كننده دریافت ماهواره�ها،

كند. نمایان واحد

مͬ�پردازیم. (٩.٢) توصیفشͺل به هندسͬ، روش�های از استفاده با مͺان تعیین بیشتر توضیح برای

مͬ�کند محاسبه را ماهواره آن از d٠ فاصله�ی ،A ماهواره�ی از سیͽنال کننده�ی دریافت ،(a) شͺل در

ماهواره�ی از سیͽنال دریافت با سپس مͬ�گیرد. نظر در A ماهواره�ی به نسبت d٠ شعاع با کره�ای و

کره دو باشد، موفقیت�آمیز اندازه�گیری اگر مͬ�شود. تعیین B ماهواره�ی از d١ شعاع به کره�ای ،B

حالت این است بعید که باشند، مماس کره�ها اگر کنند. قطع را یͺدیͽر یا و باشند مماس یا باید

،(b) شͺل مطابق کنند، قطع را یͺدیͽر کره دو اگر امˁا کرد. تعیین را مͺان مͬ�توان بیفتد، اتفاق

B ماهواره�ی از d١ فاصله�ی به و A ماهواره�ی از d٠ فاصله�ی به دایره�ای روی باید نظر مورد مͺان

C ماهواره�ی از d٢ فاصله�ی اندازه�گیری، سومین با چͽونه که مͬ�دهد نشان (c) شͺل نهایتاً باشد.



۴٨ مͬ�شود؟ داده قرار مدرسه ریاضیات درسͬ برنامه�ی در هندسه چرا ٨.٢

و دایره (اگر مͬ�باشد سوم کره�ی و دایره تماس محل بر یا نظر مورد مͺان نتیجه در مͬ�شود. تعیین

کنند). قطع را یͺدیͽر کره و دایره (اگر مͬ�باشد آن�ها تقاطع نقاط از ͬͺی بر یا باشند)، مماس کره

عنوان به است، ممͺن غیر آن شتاب یا موقعیت زیرا شود. حذف مͬ�تواند موقعیت�ها این از ͬͺی

از که مͺان�یابی معادلات که است ذکر به لازم دهد. قرار ماهواره�ها از بالاتر را ما که مͺانͬ مثال

مͬ�شوند. حل عددی یا جبری روش�های با مͬ�آیند، دست به فاصله فرمول�های طریق

GPS :٩.٢ شͺل

مͬ�كند، دریافت ماهواره سه حداكثر از كه سیͽنال�هایی با GPS كننده�ی دریافت ͷی بنابراین

گرفتن نظر در با كند. محاسبه را مͺان عرض) و (طول دوبعدی مختصات و حركت مسیر مͬ�تواند

ارتفاع) عرض، (طول، سه�بعدی مختصات مͬ�تواند كننده دریافت ماهواره، بیشتری تعداد یا چهار

اطلاعات سایر مͬ�تواند GPS شد، مشخص كاربر مͺان كه زمانͬ كند. مشخص را كاربر مͺان

غیره و خورشید غروب و طلوع زمان مقصد، تا فاصله شده، پیموده فاصله�ی مسیر، سرعت، نظیر:

كند. محاسبه را

زمین از مایل هزار ١٢ فاصله�ی با مداری در مͬ�شوند، شامل را GPS فضایی بخش كه ماهواره ٢۴

این مͬ�زنند. كامل دور دو ساعت ٢۴ از كمتر در و بوده حركت حال در پیوسته آن�ها دارند. قرار

مͬ�كنند. حركت ساعت در مایل هزار ٧ تقریبی سرعت با ماهواره�ها



۴٩ هندسه یادگیری و یاددهͬ ٩.٢

GPS :١٠.٢ شͺل

هندسه یادگیری و یاددهͬ ٩.٢

دارد. اختصاص هندسه یادگیری و یاددهͬ به ریاضͬ آموزش در تحقیقات از توجهͬ قابل مقدار

و هندسͬ تفکر نظریه�های همچون موضوعاتͬ مͬ�توان امˁا کرد. خلاصه نمͬ�توان را تحقیقات این

کرد. بیان آن�ها بین از را یادگیری و یاددهͬ

هندسه یادگیری نظریه�های ١.٩.٢

کارها، شناخته�شده�ترین احتمالا˟ مͬ�باشد، هندسͬ ایده�های با رابطه در که نظری کار حوزه�ی در

که این اول دارد. اصلͬ زمینه�ی دو پیاژه کار مͬ�باشد. هیلͬ - ون کار و همͺاران) (و پیاژه کار

از جهان، از ما ذهنͬ تصور و نمایش بلͺه نیست، ادراکͬ تعبیر ͷی فضا از ما ذهنͬ تصور و تفکر

ترتیب ͷی دارای که است هندسͬ ایده�های سازماندهͬ زمینه، دومین مͬ�شود. ساخته ما عمل طریق

ریاضͬ دید از احتمالا˟ (و است تجربی باشد تاریخͬ که این از بیشتر ترتیب، این و مͬ�باشد معلوم

یادگیرنده توسط پیوستاری و پیوستگͬ هم�بندی، قبیل از ͬͺتوپولوژی روابط ابتدا در است). منطقͬ�تر

نهایت در و بودن) مستقیم مسیر دارای یا بودن خط (راست تصویری روابط سپس مͬ�شوند، تجربه



۵٠ هندسه یادگیری و یاددهͬ ٩.٢

هندسه تاریخ مͬ�دانیم که حالͬ در مͬ�شوند. دنبال فاصله) و موازات (زاویه�داری، اقلیدسͬ روابط

مͬ�رسد توپولوژی به سپس و مͬ�یابد توسعه تصویری هندسه با مͬ�شود، شروع اقلیدسͬ هندسه�ی با

دارد. هندسͬ تفکر و هندسه یادگیری با رابطه در پیاژه نظریه�ی عکس روندی که

هم به و متحد مͬ�شوند، پدیدار که هندسͬ ایده�های انواع همه�ی که مͬ�کنند بیان موجود شواهد

هندسه در تفکر سطوح وسیله�ی به یادگیرندگان که مͬ�کند بیان نیز هیلͬ - ون مدل مͬ�شوند. پیوسته

و رابطه�ای - انتزاعͬ توصیفͬ، (دیداری)، تشخیص از: عبارتند تفکر سطوح این مͬ�روند. پیش

پیوسته هم به مثال�های براساس را طرح�ها و شͺل�ها دانش�آموزان سطح، اولین در رسمͬ. استنتاج

مرحله، این در مͬ�شناسند. ویژگͬ�هایشان اساس بر را اشͺال دانش�آموزان دوم، سطح در مͬ�شناسند.

سومین در است. مساوی چهارضلع با شͺلͬ متوازی�الاضلاع که کند فکر است ممͺن دانش�آموز

مربع ͷی مثال (برای دریابند را اشͺال مختلف دسته�های بین روابط مͬ�توانند دانش�آموزان سطح،

کشف منطقͬ استقرای وسیله�ی به را اشͺال ویژگͬ�های مͬ�توانند و است)، مستطیل از خاصͬ فرم

طور به که کنند تولید جملات از کوتاه دنباله�ی ͷی مͬ�توانند دانش�آموزان چهارم، سطح در کنند.

هندسͬ حقیقت تأیید روش استنتاج، که بفهمند مͬ�توانند نیز و مͬ�آورند وجود به را نتیجه ͷی منطقͬ

بستگͬ تدریس روش به بیشتر آن، از بعد سطح به سطح ͷی از پیش�روی مدل، این طبق بر است.

مͬ�شود خواسته معلمان از که است این هیلͬ -� ون مدل طبق بر مطلب این توضیح سن. به تا دارد

است. بالاتر دانش�آموزان سطح از که دهند آموزش را درسͬ برنامه�ی ͷی

نمͬ�توانند آن�ها بͽذارند. کنار را سطح ͷی دانش�آموزان که نیست ممͺن هیلͬ - ون مدل طبق بر

نمͬ�برند. سودی آموزش این از بنابراین و ببینند مͬ�بیند، هندسͬ موقعیت ͷی در معلم که را چیزی

گسترش توصیف در هیلͬ - ون سطوح که مͬ�کنند تأیید کلͬ طور به تحقیقات بعضͬ حال عین در

نیست مشخص مسأله این البته است. سودمند بهتر) چیز هر غیاب (در دانش�آموزان هندسͬ مفاهیم

با مختلف مسائل مͬ�کند. منعکس را هندسͬ مفاهیم از بچه�ها ذهنͬ نمایش�های نظریه، چͽونه که

تجسم دیداری: عنوان با سطح پایین�ترین نامیدن مثال برای دارند. وجود سطوح خصوصیات ذکر

ͷی از بیشتر در را تفکر یادگیرندگان، که حقیقت این و است تقاضا و نیاز مورد سطوح همه�ی برای

هیلͬ - ون مدل مͬ�گیرند. کار به مختلف زمینه�های در مشابه، غیر یا مشابه تمرین�های در سطح

صورت مدل این درباره کمͬ تحقیق است. مرحله چهار دارای که است معینͬ آموزشͬ رویͺرد



۵١ هندسه یادگیری و یاددهͬ در کلیدی ایده�های ١٠.٢

است. موفقیت�آمیز که گفت نمͬ�توان قطع طور به بنابراین و گرفته

هندسه یادگیری و یاددهͬ در کلیدی ایده�های ١٠.٢

است بهتر کلاس� تمرین�های در مطالب ارتباط بیان و مؤثر صورت به هندسه آموزش منظور به

از: عبارتند ایده�ها این بسپاریم. خود ذهن به را هندسه در کلیدی ایده�های

تغییرناپذیری ١.١٠.٢

مطالعه�ی هندسه، تعریفکه این ارائه�ی با فلیͺسکلاین٣٢، نام به ریاضیدانͬ میلادی، ١٨٧٢ سال در

را هندسه هستند، تغییر قابل غیر تبدیل�ها، از مجموعه ͷی با که است شͺل ͷی از خاصیت�هایی

خصوصیات جمله از صفحه در زاویه�ی قضایای همه�ی مثال، عنوان به داد. تغییر اساسͬ طور به

(از مͬ�باشد مثلث�ها با رابطه در که قضایایی نیز و تالس)، قضیه�ی قبیل (از هستند تغییر قابل غیر

به نمͬ�توانند همیشه دانش�آموزان، مͬ�باشد). درجه ١٨٠ مسطح مثلث زوایای مجموع که این جمله

نرم�افزار از استفاده هستند. تغییر قابل غیر خاص، ویژگͬ�های کدام که دهند تشخیص مستقیم طور

ͷکم بهتر تشخیص برای دانش�آموزان به و باشد سودمند بسیار رابطه این در مͬ�تواند پویا هندسه�ی

کند.

تقارن ٢.١٠.٢

بیشترین هندسه در امˁا است. ریاضیات سرتاسر در بلͺه هندسه، در تنها نه کلیدی ایده�ی ͷی تقارن،

بعضͬ آن در که است ریاضͬ یͷشͬء از تبدیلͬ تقارن، گفت مͬ�توان ͬͺتکنی طور به دارد. را کاربرد

تقارن مرکز یا محور حول بخش�ها تشابه معنای به تقارن کلͬ�تر، بیانͬ به نمͬ�کند. تغییر خصوصیات

٣٢Felix klein



۵٢ هندسه یادگیری و یاددهͬ در کلیدی ایده�های ١٠.٢

مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد آن�ها کردن قدرتمند معمولا˟ و اثبات�ها کردن ساده برای غالباً تقارن است.

مͬ�توانند متوازی�الاضلاع ͷی اساسͬ خاصیت�های همه�ی که است این مسطح هندسه�ی از مثال ͷی

چرخش نیم ͷی با قطرها تقاطع نقطه�ی حول متوازی�الاضلاع که آیند، دست به حقیقت این از

مثال، برای . است ریاضیات در کلیدی سازماندهͬ اصل ͷی همچنین تقارن مͬ�شود. متقارن

چهارضلعͬ حالتͬ هیچ در که ذوزنقه برای جز (به چهارضلعͬ�ها تعریف برای راه بهترین احتمالا˟

چهارضلعͬ�های برای که ندارد وجود ذوزنقه با رابطه در جالبی قضیه�ی هیچ چون نیست، اساسͬ

آن�هاست. تقارن طریق از تعریف رود)، کار به نیز دیͽر

تقارن :١١.٢ شͺل

تبدیل ٣.١٠.٢

را آن�ها و دهند گسترش را تشابه و تناسب گسترده�ی مفاهیم تا مͬ�دهد اجازه دانش�آموزان به تبدیل

دوران، بازتاب، وسیله�ی به متجانس اشͺال مثال، عنوان به ببرند. کار به اشͺال همه�ی با رابطه در

که بفهمند را حقایق این مͬ�توانند تبدیل�ها مطالعه�ی با دانش�آموزان مͬ�شوند. مرتبط هم به لغزش

شوند، نگاشته هم روی مͬ�توانند زیرا متشابهند، سهمͬ�ها همه�ی هستند، هندسͬ اشیاء عکس�ها



۵٣ هندسه یادگیری و یاددهͬ در کلیدی ایده�های ١٠.٢

در قدرتمندی کاربردهای ماتریس�ها و هستند متجانس y = sin(x) و y = cos(x) نمودارهای

اساسͬ نقشͬ مختلف، فرهنگ�های هنری فعالیت در همچنین تبدیل�ها قبیل. این از و دارند هندسه

مͬ�شوند. ظاهر حاشیه�آرایی و کاشͬ�کاری سفالͽری، طرح�های در تبدیل�ها مثال، برای مͬ�کنند. ایفا

نرم�افزار از استفاده با هندسͬ تبدیلات :١٢.٢ شͺل



٣ فصل

جبر و هندسه ارتباط

مقدمه ١.٣

زبان در (هم الفبایی ترتیب در که زیرا شود، نامیده هندسه و جبر ارتباط مͬ�توانست بخش این

نشان که دارد وجود دلایلͬ امˁا مͬ�گیرد. قرار هندسه از قبل جبر فارسͬ)، زبان در هم و انگلیسͬ

برای تمایل افزایش از (بیشتر هندسه به را توجه امر همین و مͬ�باشد، بهتر حاضر عنوان مͬ�دهد

قبل فصل در که همانطور مͬ�کند. جلب مدرسه) ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی بر جبر بودن حͺمفرما

نشان نتیجه در و کند ایجاد ریاضیات دیͽر جنبه�های سمت به بینشͬ مͬ�تواند هندسه کردیم، بیان

به علاقه�مندی در حیات تجدید ͷی ایجاد باعث عددی تکنولوژی�های گسترش چͽونه که مͬ�دهد

با .(٢٠٠٢ ،٢٠٠٠ (جونز١، است شده تجسمͬ ریاضیات برای تکنی�ͷهایی ظهور در نیز و هندسه

برقراری چͽونگͬ و جبر و هندسه پیوند بر پایان�نامه این تمرکز بیشتر، دلایل نیز و دلایل این وجود

(و ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی که دارد وجود امͺان این پیوند، این واسطه�ی به نیز و است پیوند این

شود. تقویت یادگیری) و یاددهͬ تجربه�ی بنابراین

١Jones



۵۵ مدرسه ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی در جبر و هندسه بین ارتباط ٢.٣

ریاضیاتمدرسه آموزشͬ برنامه�ی در جبر و هندسه بین ارتباط ٢.٣

عنوان به باشد. حͺمفرما مدرسه ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی بر مͬ�تواند جبر موارد از بسیاری در

موفقیت منظور به دانش�آموزان آماده�سازی بر که آمریͺا٢، ملͬ ریاضیات مشورتͬ گروه فعالیت مثال،

سخنان به توجه .(٨ صفحه�ی ،٢٠٠٨ آمریͺا، ملͬ ریاضیات مشورتͬ (گروه بود کرده تمرکز جبر در

مشهور، ریاضیدان .٣(ABC مشهور (ریاضیدانان است ارزش با اتیا و کاکستر بل، مانند افرادی

را دانشͽاه سطح در یا دبیرستان سطح در ریاضیات تدریس چیزی چه که این به پاسخ در کاکستر۴،

از یͺسانͬ میزان بتوانیم شاید بودن، محتاط کمͬ با که مͬ�کنم فکر «من کرد: بیان مͬ�بخشد، بهبود

داشته مطلوب هندسه�ی برای بیشتری زمان و کنیم تدریس کمتر زمان در را خطͬ جبر و ریاضیات

اشاره بل۶ تمپل ͷاری نام به ریاضیدانͬ .( ١٩٨٠ کاکستر، و لͽاتت۵ͬ در کاکستر از (نقل باشیم»

آنالیز، گستردگͬ به حداقل و شده ترکیب حساب علم و جبر از وسیع�تری نوشته�های «با که: مͬ�کند

امروز شتاب�زده�ی نسل که است شده�ای فراموش نیمه و جالب�تر چیزهای از غنͬ جایͽاه ͷی هندسه

در بل از (نقل ندارند» را ریاضیات از دیͽر قسمت�های با مقایسه در آن از بردن لذت برای فرصتͬ

.(١ صفحه�ی ،١٩۶٧ گریتزر٧، و کاکستر

ژوئن، ٩-٧ کانادا، (تورنتو، میلادی ٢٠٠٠ سال در ریاضͬ جهانͬ نشست در جامع یͷسخنرانͬ در

ابزار ͷی فضایی، ادراک یا فضایی «بینش کرد: عنوان اتیا٨، مایͺل مشهور، ریاضیدان ،(٢٠٠٠

ریاضیات از قدرتمند بخش ͷی عنوان به واقعاً هندسه چرا مͬ�کند، بیان که است قدرتمند بسیار

گونه این که چیزهایی برای حتّͬ هستند، هندسͬ آشͺار طور به که چیزهایی برای تنها نه است،

که مͬ�کند توانمند را ما کار این زیرا بیاوریم، در هندسͬ فرم به را آن�ها مͬ�کنیم سعͬ ما و نیستند،

(اتیا،٢٠٠١). ماست» ابزار قدرتمندترین ما بینش که چرا بͽیریم، کار به را خود بینش

باشد نداشته وجود جبر و هندسه بین ساده�ای ارتباط اندازه�ای تا مͬ�رسد نظر به ریاضیات تاریخ در

٢U.S. National Mathematics Advisory Panel
٣Atiyah, Bell, Coxeter
۴Coxeter
۵Logothetti
۶Eric Tampel Bell
٧Greitzer
٨Michael Atiyah
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اتیا عقیده�ی طبق بر .٩ (٢٠٠۵ کاواسز، ،٢٠٠٧ جیاگوینتو، ،١٩٩۶ چاربونیو، ،٢٠٠١ (اتیا،

(با دستکاری با «جبر که: است این برسد نظر به دوگانگͬ ͷی مͬ�تواند اساساً که چیزی ،(٢٠٠١)

دیدگاه دو و هستند دنیا از متعامد جنبه دو دو، این فضا. با هندسه و است مرتبط روابط) و فرمول�ها

درباره�ی گذشته در ریاضیدانان بین گفتگو و بحث بنابراین مͬ�کنند. ارائه را ریاضیات در متفاوت

قدرتمندی تکنی�ͷهای جبر که حالͬ در مͬ�کند». بیان را اساسͬ بسیار چیزی جبر، و هندسه اهمیت

جبری محاسبات به فقط شما که «زمانͬ که: مͬ�بیند را خطری اتیا مͬ�کند، فراهم ریاضیات برای

تفکر شما مͬ�کنید، متوقف را هندسͬ طور به تفکر مͬ�کنید، متوقف را تفکر اساساً مͬ�دهید، اهمیت

ارتباط امͺان و پرداخته دیدگاه این تشریح به بعد، قسمت در مͬ�کنید». متوقف را مفهوم با رابطه در

مͬ�کنیم. بیان را آن�ها بین دوگانگͬ وجود عین در هندسه و جبر بین

هندسͬ تفکر که مͬ�کند بیان نیز و مͬ�باشد هندسه و جبر پیوند بر شدن متمرکز برای دلایلͬ این�ها

ایجاد برای راه�هایی یافتن طریق از ریاضیات یادگیری و یاددهͬ و دارد ریاضیات در مهمͬ نقش

آموزشͬ برنامه�ی وضعیت به توجه شود. تقویت مͬ�تواند دانش�آموزان، فضایی ادراک و بینشفضایی

مͬ�کند. ͷکم دلایل این بهتر فهم در شد، بیان هم قبل فصل در که انگلستان در مدرسه ریاضیات

جبر مقابل در هندسه ٣.٣

بیان و تفکر به را ما و بود خواهد ما با آینده تا گذشته از همیشه، که ریاضیات در دوگانگͬ ͷی

ریاضیات رسمͬ پایه�ی دو جبر و هندسه مͬ�باشد. جبر و هندسه بین دوگانگͬ مͬ�کند، وادار تذکراتͬ

به جبر و برمͬ�گردد آن�ها از قبل و یونانیان به هندسه هستند. قدیمͬ بسیار آن�ها دوی هر و هستند

مͬ�رسد نظر به امˁا هستند، قدیمͬ و اساسͬ ریاضیات، در دو هر پس برمͬ�گردد. هندیان و اعراب

اقلیدسͬ هندسه�ی که بͽوییم مͬ�توانیم تاریخͬ نظر از نیست. آسانͬ کار آن�ها بین ارتباط برقراری که

چه آن در دکارت وسیله�ی به جبری مختصات معرفͬ تا و است ریاضͬ نظری اصول از مثال بهترین

کردن کم برای بود تلاشͬ دکارت کار بود. هندسͬ مطلقاً مͬ�نامیم، مختصات صفحه�ی را آن اکنون

٩Charbonneau, Giaquinto, Kvasz
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بود. جبردانان طرف از هندسه به بزرگ حمله�ی ͷی این البته جبری. کار افزایش و هندسͬ تفکر

کاملا́ عقیده�ی دو آن�ها که مͬ�شویم متوجه کنیم، مقایسه هم با را آنالیز در لایبنیتز و نیوتن کار اگر

دانشمندان جمله از دو هر و جبردان، ͷی لایبنیتز و بود هندسه�دان ͷی اساساً نیوتن داشتند. متفاوت

قوانین توصیف برای ریاضͬ�وار تلاشͬ نیوتن، توسط ریاضیات یا هندسه گسترش بودند. برجسته

که بدانیم باید و بود ارتباط در ͷفیزی با گسترده مفهوم و معنͬ ͷی در او عقیده�ی بود. طبیعت

واقع در مͬ�کنند، کار چͽونه اشیاء که بدانیم بخواهیم اگر مͬ�کند. پیدا نمود هندسه دنیای در ͷفیزی

مͬ�خواست نیوتن مͬ�کنیم. فکر هندسͬ تصاویر زبان به مͬ�کنیم، تفکر زبان آن به و ͬͺفیزی دنیای در

ͷنزدی است، آن پشت در که ͬͺفیزی زمینه�ی به امͺان حد تا که دهد گسترش گونه�ای به را ریاضیات

که مفهومͬ و معنͬ به کار این با زیرا برد، کار به را هندسͬ بحث�های منظور این برای او باشد.

گونه�ای به بود، جاه�طلبانه و بلند هدفͬ دارای لایبنیتز دیͽر، طرف در مͬ�شد. ͷنزدی بود، مدنظرش

رویͺرد این بود. جبری بزرگ ماشین ͷی به آن تبدیل و ریاضیات تمام کردن فرموله او هدف که

به متفاوتͬ بسیار نمادگذاری�های همچنین دو آن بود. نیوتن رویͺرد با مخالف کامل طور به لایبنیتز

پیروز لایبنیتز نمادگذاری لایبنیتز، و نیوتن بین بزرگ مباحثه�ی در مͬ�دانیم، که همانطور بردند. کار

مدت برای امˁا برجاست، پا نیوتن نمادگذاری مͬ�کنیم. پیروی لایبنیتز از مشتق نوشتن در ما شد.

شد. پوشیده نظر از طولانͬ زمانͬ

و پوانکاره١٠ نام�های به بزرگ شخصیت دو پیش، سال یͺصد حدود در نوزدهم، قرن اواخر در

لایبنیتز و نیوتن طرفداران ترتیب به دو آن که بͽوییم مͬ�توانیم حدی تا داشتند. حضور هیلبرت١١

شͺل را او اساسͬ بینش افکار، آن و مͬ�کرد تفکر توپولوژی و هندسه مفهوم در بیشتر پوانکاره بودند.

کردن فرمول�بندی موضوعه، اصول ایجاد پایه�ی بر او کار بود. فرمول�نویس بیشتر هیلبرت مͬ�داد.

داشتند. متفاوت کاملا́ عقیده�ی دو هم آنان پس بود. دقیق بسیار و رسمͬ نمایش�هایی ارائه�ی و

چه کنیم. ذکر مͬ�کنند، دنبال را عقاید این که کنونͬ دانشمندان اسامͬ که است مناسب جا این در

ذکر مͬ�توان را نفر دو بͽیرد؟ قرار مشهور لیست این در است ممͺن کسͬ چه برد؟ نام باید را کسͬ

طرفدار مشهورترین شاید بورباک١٢ͬ، و نیوتن - پوانکاره عقیده�ی دنباله�روی عنوان به آرنولد کرد:

١٠Poincare
١١Hilbert
١٢Bourbaki
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هندسͬ اساساً ،ͷفیزی درباره�ی واقع در و ماشین درباره�ی آرنولد دیدگاه ͷش بدون هیلبرت. دیوید

که هیلبرت رسمͬ برنامه�ی که کرد تلاش بورباکͬ دیͽر سوی در است. نیوتن عقیده�ی پیرو و است

تا و توجه مورد حوزه�ی ͷی سمت به را بود، ریاضیات فرموله�کردن و موضوع�سازی اصل درباره�ی

و دارند را خود به مختص مزایای و ویژگͬ�ها مختلف، دیدگاه�های دهد. ادامه موفقیت�آمیز اندازه�ای

دارد. وجود کشمͺش آن�ها بین همواره

فضاست درباره�ی هندسه، مͬ�پردازیم: جبر و هندسه بین تفاوت در اتیا دیدگاه بیشتر شرح به حال

بسیاری چیزهای مͬ�توانیم کنیم، نگاه اتاق ͷی در حاضر افراد به اگر نیست. سؤالͬ نظر این از و

به این و آوریم دست به وسیعͬ اطلاعات مͬ�توانیم ثانیه، میͺرو ͷی حتّͬ یا ثانیه ͷی در ببینیم.

با وسیعͬ طور به که شده ساخته گونه�ای به ما مغز نیست. تصادف البته و مͬ�شود مربوط دیدن

مͬ�گیرد کار به را مغز پوسته�ی از درصد ٩٠ یا ٨٠ حدود چیزی بینایی است. درگیر (بینایی) دیدن

وجود مغز در مختلف مرکز ١٧ حدود مͬ�کنند). کار عصب�شناسͬ در که کسانͬ سخن به توجه (با

دیدن برای قسمت�ها بعضͬ است. یافته اختصاص دیدن فرآیند از متفاوتͬ بخش به کدام هر و دارد

بعضͬ افقͬ. صورت به دیدن برای قسمت�ها بعضͬ مͬ�شوند، گرفته کار به عمودی صورت به

مربوط تفسیر و مفهوم به قسمت�ها بعضͬ نهایتاً و مناظر رنگ�ها، دیدن و تشخیص برای قسمت�ها

ماست. تدریجͬ تکامل از مهم خیلͬ بخش ͷی مͬ�بینیم، که جهانͬ کردن درک و فهمیدن مͬ�شود.

چرا که مͬ�کند بیان این و است قدرتمند بسیار ابزار ͷی فضایی، درک یا فضایی شهود بنابراین

واضح طور به که چیزهایی برای تنها نه است، ریاضیات از قدرتمندی قسمت چنین واقع در هندسه

هندسͬ فرم به را آن�ها مͬ�کنیم سعͬ ما نیستند. هندسͬ که چیزهایی برای بلͺه هستند، هندسͬ

استفاده ماست، ابزار قدرتمندترین که شهودمان از تا مͬ�سازد قادر را ما کار این زیرا بیاوریم، در

همͺار یا دانش�آموز ͷی برای را ریاضͬ مطلبی کنید تلاش اگر که است واضح کاملا́ این کنیم.

،«I see» مͬ�گوید: مͬ�فهمد، دانش�آموز وقتͬ نهایت در و دارید زمان و بحث به نیاز دهید، شرح

انگلیسͬ زبان در فهمیدن و دیدن مترادف عنوان به را درک کلمه�ی و است فهمیدن مترادف دیدن،

این یادآوری کنیم. بررسͬ هم دیͽر زبان�های در را موضوع این که باشد جالب شاید مͬ�بریم. کار به

وسیعͬ مقدار جذب برای عظیمͬ گنجایش چنین بشر ذهن که است اساسͬ و مهم خیلͬ موضوع

این به ریاضیات و مͬ�گیرد صورت لحظه ͷی در حتّͬ دیدن، عمل وسیله�ی به که دارد، اطلاعات از
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مͬ�کند. تکمیل را آن و کرده توجه موضوع

مرتبط زمان با اساساً نکنید)، فکر گونه این جبر درباره�ی است ممͺن شما (و جبر دیͽر طرف در

مͬ�شود. انجام دیͽری از پس ͬͺی که است عملیات از دنباله ͷی مͬ�کنیم، مطالعه که جبری است.

ایستا جهانͬ در نمͬ�توانیم را جبر باشیم. داشته بیشتری زمان باید یعنͬ دیͽری» از پس ͬͺی» و

شاید و ببینیم و بنشینیم جایی فقط مͬ�توانیم است. (ایستا) ساکن اساساً هندسه امˁا کنیم، تصور

و شود انجام دنباله�ای صورت به عملیاتͬ باید که چرا است، درگیر زمان با جبر امˁا نکند. تغییر چیزی

ͷی محاسباتͬ، روند هر و الͽوریتم هر نیست. مدرن جبر فقط منظورمان «جبر»، مͬ�گوییم که وقتͬ

عملیات�های انجام از آشͺار مثالͬ کامپیوتر، مͬ�شوند. انجام هم سر پشت که است مراحل از دنباله

مͬ�دهد. ارائه را پاسخ و مͬ�برد ی�ͷها و صفرها از رشته ͷی به را اطلاعات کامپیوتر، است. گوناگون

این�ها دارد. ارتباط فضا با هندسه و است مرتبط معین زمان در عملیات انجام و دستکاری با جبر

و مباحثه بنابراین مͬ�کنند. ارائه را ریاضیات از متفاوت دیدگاه دو و هستند دنیا از متعامد جنبه�ی دو

برنده ͬͺی مباحثه در که نیست معنͬ بدین این �البته بوده، همواره گذشته در ریاضیدانان بین گفتگو

فقط یا بود هندسه�دان ͷی فقط باید «آیا گفت: مͬ�توان دیͽر مقایسه�ی در مͬ�شود. بازنده دیͽری و

فضا باشیم نابینا اگر نابینا؟». یا باشیم کر است بهتر «آیا بͽوییم که است این مانند جبردان؟»، ͷی

که آن حال مͬ�افتد. اتفاق (جبر) زمان در شنیدن و نمͬ�شنویم باشیم، کر اگر نمͬ�بینیم. را (هندسه)

باشیم. داشته را قوه دو هر مͬ�دهیم ترجیح ما

تجربه�ها و مفاهیم بین کردیم، بیان تاکنون چه آن به مشابه تقریباً و مقایسه قابل بخش ͷفیزی در

و - قوانین تعاریف، معانͬ، مفاهیم، - قضیه�ها دارد: قسمت دو ͷفیزی دارد. وجود (آزمایش�ها)

ارتباط در چیزهایی با زیرا هستند، هندسͬ زیادی حد تا مفاهیم که مͬ�رسد نظر به آزمایشͬ. دستگاه

محاسبات شبیه بیشتر آزمایش، یا تجربه دیͽر، طرف از مͬ�افتد. اتفاق واقعͬ دنیای در که هستند

انجام اندازه�گیری تعدادی مثلا́ مͬ�دهیم، انجام معین زمان ͷی در را کاری ما مͬ�باشد. جبری

آزمایش�ها زمینه�ی پس در که پایه�ای مفاهیم امˁا مͬ�دهیم. قرار فرمول در را اندازه�گیری�ها مͬ�دهیم،

مͬ�توان فلسفͬ چارچوبی در دوگانگͬ این بررسͬ برای هستند. هندسͬ عقیده�ی از بخشͬ هستند،

سؤالͬ هر ماشین این که مͬ�دهم قدرتمندی ماشین شما به من مͬ�گوید: ریاضͬ�دانان به جبر گفت

دست هندسه از بدهید، من به را (هندسه) خود روح باید شما مقابل در مͬ�دهد. پاسخ دارید، که
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درباره�ی مͬ�توانیم (امروزه باشید داشته را (جبر) جالب و عجیب حیرت�آور، ماشین این تا بͺشید

را. هندسه هم و باشیم داشته را جبری ماشین هم علاقه�مندیم البته کنیم). فکر گونه این کامپیوتر

ندهیم. دست از و نبخشیم را خود روح ولͬ هستیم، معامله به حاضر که کنیم وانمود بتوانیم شاید

هندسͬ تفکر و تفکر اساساً مͬ�دهیم، اهمیت جبری محاسبه�ی به فقط وقتͬ که خطر این قبول با امˁا

جبر، درباره�ی گفتن سخن گونه این شاید مͬ�کنیم. متوقف را معنͬ درباره تفکر مͬ�کنیم، متوقف را

را آن بتواند شخص که بوده، فرمولͬ تولید همیشه جبر هدف اساساً امˁا باشد. گیرانه سخت کمͬ

و معنͬ دارای که چیزی حقیقت، در بͽیرد. را جواب و کرده کنترل را آن و دهد قرار دستگاه در

در و چͽونه که این به روند این در مͬ�آید. دست به پاسخ و مͬ�شود تبدیل فرمول به بوده، مفهوم

باره این در کردن فکر به نیازی و نمͬ�شود توجهͬ مͬ�کند، برقرار ارتباط هندسه با جبر مراحلͬ چه

ساده و آسان جبر، و هندسه بین مرزبندی نیست. درست این و مͬ�شود فراموش بینش نیست. هم

ارتباط شͺل ساده�ترین شاید مͬ�شود. رهنمون را آن�ها بین پیوند جبر، و هندسه بین انتخاب نیست.

ͷی جز چیزی نمودار و مͬ�کنند، استفاده نمودارها از غالباً جبردانان که باشد این جبر، و هندسه

مͬ�کنند. کامل را یͺدیͽر و بوده وابسته هم به چنین این جبر و هندسه بنابراین نیست. هندسͬ شهود

است شایسته که ارتباطͬ مͬ�کنیم، بیان جبر و هندسه بین ارتباط ایجاد برای راه�هایی بعد، قسمت در

به ورود از قبل از دانش�آموزان که چنان آن شود. توجه آن به بیشتر مدرسه آموزشͬ برنامه�ی در

پیوند زمینه�ی در ویژه به ریاضͬ، مختلف مفاهیم بین ارتباط در بهتری توانایی و آمادگͬ دانشͽاه،

آورند. دست به هندسه و جبر

هندسه زمینه�ی در � مختلفریاضͬ مفاهیم بین ارتباط ایجاد ۴.٣

جبر و

در مهارت کسب به بیشتر دانش�آموزان تشویق برای راه�هایی جستجوی در کشورها از بسیاری

مدارس، از بعضͬ آموزشͬ برنامه�ی در رو، این از هستند. ریاضیات و مهندسͬ تکنولوژی، علوم،

بین در ریاضͬ کردن مهیج به که مͬ�شود انجام پروژه�هایی قالب در و ICT پایه�ی بر فعالیت�هایی



۶١ جبر و هندسه زمینه�ی در � ریاضͬ مختلف مفاهیم بین ارتباط ایجاد ۴.٣

در مختلف موضوعات بین مͬ�توانند طریق این از آن�ها مͬ�کند. ͷکم معلمان حتّͬ و دانش�آموزان

بیشتر ریاضیات، درونͬ پیوندهای با نهایت در و کرده برقرار ارتباط ریاضͬ دنیای و واقعͬ دنیای

خصوص به و ریاضͬ نرم�افزارهای دیجیتالͬ، تصاویر از استفاده شامل فعالیت�ها این شوند. آشنا

هندسه�ی نرم�افزار از استفاده همچنین و جبر و دوبعدی هندسه�ی توسط مدلسازی منظور به هندسͬ،

مͬ�باشند. فضا در مدلسازی و تجسم توسعه�ی منظور به سه�بعدی

مورد را آموزشͬ برنامه�ی در جبر و هندسه پیوند راه�های مذکور، فعالیت�های به توجه با ادامه، در

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ

جبر و هندسه پیوند در دیدگاه ͷی ١.۴.٣

،(٢٠٠۴ آموزش١٣ͬ، برنامه�ی قدرت و (صلاحیت�ها هندسه و جبر زمینه�ی در QCA گزارش به بنا

نو راه�های ایجاد منظور به پویا هندسه�ی نرم�افزار بردن کار به جبر، و هندسه پیوند راه�های از ͬͺی
جئوجبرا١۴ پویا، هندسه�ی در کاربرد پر نرم�افزارهای از ͬͺی مͬ�باشد. جبری روابط تجسم بدیع و

انتگرال و دیفرانسیل حساب و جبر هندسه، کننده�ی ترکیب نرم�افزار ͷی که مͬ�باشد، وجبر) (هندسه

نرم�افزارهای از ͬͺی جئوجبرا .١۵(٢٠٠٧ جونز، وارتر، (هوهن آن�هاست نمایش�های از نمونه�ای و

است. یافته توسعه کمبریج دانشͽاه ملͬ مؤسسه�ی در و شده طراحͬ اخیراً که مͬ�باشد ریاضͬ کد�باز

روی بر انگلستان) (در Hampshir مدرسه�ی در معلمان فعالیت نرم�افزار، از استفاده در مثال ͷی

مسیر به مربوط دوم درجه توابع نمودار پویا، هندسه�ی نرم�افزار ͷکم به دانش�آموزان که بود پروژه�ای

آشنا جدیدی تجربه�های با را دانش�آموزان طریق این از معلمان کردند. ترسیم را بسͺتبال توپ پرتاب

جبری ضرایب تأثیر چͽونگͬ مختلف، ترسیم�های در و نرم�افزار محیط در مͬ�توانند آن�ها مͬ�کنند.

برای مͬ�توان را متعددی تصویری مثال�های .(١.٣ (شͺل کنند مشاهده را نمودار شͺل بر متفاوت

ببینید). را ٣.٣ شͺل و ٢.٣ برد(شͺل کار به جبری روابط تجسم و پویا هندسه�ی قابلیت بیان

١٣Qualification and Curriculum Authority
١۴GeoGebra
١۵Hohenwarter, Jones



۶٢ جبر و هندسه زمینه�ی در � ریاضͬ مختلف مفاهیم بین ارتباط ایجاد ۴.٣

بسͺتبال توپ پرتاب مسیر دوم درجه تابع نمودار :١.٣ شͺل

مسائل تولید و ریاضͬ آموزش انگیزش در جئوجبرا ٢.۴.٣

فهم برای را دانش�آموز ملͬ، درسͬ برنامه�ی با مطابق دبیرستان�ها در نوین درسͬ برنامه�های برخͬ

ریاضͬ آموزش اصلͬ اهداف آموزشͽران، از بسیاری ،[kop٩٧] طبق بر مͬ�کند. آماده ریاضیات بهتر

مͬ�کنند: بیان صورت این به را

منطقͬ؛ تفکر توسعه�ی -١

مسأله؛ حل توانایی توسعه�ی -٢

خلاق؛ تفکر توسعه�ی -٣

مستقل. طور به فردی فعالیت�های توسعه�ی -۴

دانش: کسب فرآیند

معینͬ مراحل پایه�ی بر ،([HL٠۶]) لیتلر١٧ و هین١۶ͬ توسط ریاضیات آموزش در دانش کسب فرآیند

از: عبارتند آن هسته�های و مͬ�شود شروع انگیزش با است. شده بیان

کلͬ؛ دانش به پیوسته دانش از گذار -١

مجرد. دانش به عمومͬ دانش از گذار -٢

١۶Hejny
١٧Littler



۶٣ جبر و هندسه زمینه�ی در � ریاضͬ مختلف مفاهیم بین ارتباط ایجاد ۴.٣

جبری روابط تجسم و پویا هندسه�ی قابلیت :٢.٣ شͺل

موجود ریاضͬ ساختار در جدید دانش دادن قرار معنͬ به تبلور دانش، کسب فرآیند ثابت بخش امˁا

مشͺل�تری شͺل�های و نیستند پیوسته که توابعͬ حتّͬ و پیوسته توابع دستکاری شامل تبلور است.

مͬ�باشد. دارند،

(GP ) مسائل تولید و آوردن وجود به روش

دانش�آموزان آموزش است. ریاضیات آموزشͬ برنامه�های از مهمͬ بخش مسأله، تولید فرآیند امروزه

این در امˁا بͽیرند. قرار نظر مد یادگیری فرآیند در مͺمل فاکتورهای عنوان به باید آن�ها فعالیت�های و

به مسأله، آن آموزشͬ نتیجه�ی کاربرد با دانش�آموزان آن در که است مسائلͬ ساختن ما مقصود جا

مͬ�کند مسأله حل به شروع دانش�آموز واقع در دهند. توسعه را خود فعالیت�های بتوانند مستقل طور

کار برای پایه�ای مͬ�تواند طریق بدین بخواهد. ضرورت اندازه�ی به ͷکم یا همͺاری است ممͺن و

همراه معلم شد، حل کامل طور به مسأله که این از بعد . آورد دست به دیͽر مسائل حل و بیشتر

قبل مسأله�ی با که مͬ�آورند وجود به را مسائلͬ و مͬ�کنند فکر بیشتر سؤالات درباره�ی دانش�آموز با

را آن ما و مͬ�کند عمل مسأله کننده�ی تولید ͷی عنوان به اصلͬ مسأله�ی بنابراین مͬ�باشند. مرتبط

به جدید و مرتبط مسائل مͬ�نامیم. GP اختصار طور به و مسأله مولد یا Generator Problem



۶۴ جبر و هندسه زمینه�ی در � ریاضͬ مختلف مفاهیم بین ارتباط ایجاد ۴.٣

جبری روابط تجسم و پویا هندسه�ی قابلیت :٣.٣ شͺل

همراه هم، با جدید مسائل مجموعه�ی مͬ�آیند. دست به غیره و تعمیم پذیری، تغییر قیاس، وسیله�ی

مͬ�نامیم. GP مسأله قلمرو یا GP از آمده بوجود مسائل مجموعه�ی را آن�ها مولد یا GP

در که را f(x) = f−١(x) معادله�ی مͬ�کشیم. تصویر به مثال وسیله�ی به را مسائل تولید روش

دانش�آموز به معادله�ای چنین حل مͬ�گیریم. نظر در را مͬ�باشد آن وارون f−١ و تابع ͷی f آن

بهتری درک و فهم به مختلف، عددی فعالیت�های و موضوعات طریق از که مͬ�کند ͷکم دبیرستانͬ

یابد. دست قبیل این از و پارامتری معادلات معکوس، توابع توابع، ویژگͬ�های و مفاهیم به نسبت

توابع نمودار رسم در که GeoGebra همانند کامپیوتری مختلف نرم�افزارهای و برنامه�ها همچنین

و بͽیرند قرار استفاده مورد فعالیت�هایی چنین در مؤثری طور به مͬ�توانند مͬ�شوند، گرفته کار به

ͷکم جدید مسائل تولید همچنین و ریاضͬ مختلف مفاهیم بین ارتباط برقراری در دانش�آموزان به

کنند.

به مͬ�توان را (p, r, u, v ∈ R برای x ̸= −r

p
آن در (که ،f(x) =

ux + v

px + r
فرم به گویا توابع

معادله�ی تابع این برای داد. نمایش (a, b, k ∈ R) و x ̸= b که ،f(x) = a +
k

x − b
صورت

این اگر مͬ�باشد. a +
k

x − b
= b +

k

x − a
فرم به a ̸= ٠ و b ̸= ٠ برای f(x) = f−١(x)

داریم: کنیم، حل را معادله



۶۵ جبر و هندسه زمینه�ی در � ریاضͬ مختلف مفاهیم بین ارتباط ایجاد ۴.٣

a(x − a)(x − b) + k(x − a) = b(x − a)(x − b) + k(x − b)

(a − b)(x − a)(x − b) + k(b − a) = ٠ ⇒ (a − b)[(x − a)(x − b) − k] = ٠

داریم: حالت دو حال

است. حقیقͬ اعداد تمام مجموعه�ی جواب، و ٠=٠ باشد، a = b اگر -١

داریم: باشد a ̸= b اگر -٢

(x − a)(x − b) − k = ٠ ⇒ x٢ + (−a − b)x + (ab − k) = ٠ (١)

داریم: و

x١,٢ =
a + b ±

√
(a − b)٢ − ۴k
٢

مͬ�آید: پیش حالت سه اکنون

دارد: جواب دو (١) معادله�ی باشد k > −١
۴
(a − b)٢ اگر -١

x١ =
a + b +

√
(a − b)٢ − ۴k
٢

x٢ =
a + b −

√
(a − b)٢ − ۴k
٢

دارد. جواب دو (١) معادله�ی k مثبت عدد هر برای و (a − b)٢ > ٠ که کنید توجه

مͬ�باشد. x =
١
٢
(a + b) معادله جواب تنها k = −١

۴
(a − b)٢ اگر -٢

.(۴.٣ (شͺل ندارد جواب معادله گاه آن k < −١
۴
(a − b)٢ اگر -٣

این که است این سؤال هستند. هذلولͬ f−١ و f توابع نمودارهای دارند. هندسͬ تفسیر جواب�ها

دارند؟ مشترک نقطه�ی تعداد چه هذلولͬ�ها

جواب بنابراین است. متقارن y = x خط به نسبت ،f تابع نمودار یعنͬ هذلولͬ ،a = b حالت در

است. حقیقͬ اعداد تمام (١) معادله�ی

دارد: وجود ممͺن حالت سه a ̸= b حالت در



۶۶ جبر و هندسه زمینه�ی در � ریاضͬ مختلف مفاهیم بین ارتباط ایجاد ۴.٣

هذلولͬ شͺل :۴.٣ شͺل

دو ،f تابع نمودار یعنͬ هذلولͬ، k مثبت مقدار هر برای دارند، مشترک نقطه�ی دو هذلولͬ�ها -١

نیز ،f−١ نمودار یعنͬ دیͽر، هذلولͬ اشتراک نقاط نقاط، این و دارد y = x خط با اشتراک نقطه�ی

هستند.

در را y = x مشترک مماس و مͬ�رسد f−١ هذلولͬ شاخه�ی ͷی به f هذلولͬ شاخه�ی ͷی -٢

رسم مͬ�توانیم حالت این برای را f(x) = ٣− ١
x − ١

تابع مثال عنوان به دارند. اشتراک نقطه�ی

کنیم.

ندارند. اشتراکͬ نقطه�ی هیچ هذلولͬ�ها -٣

x ≥ ٠ که x٢ +a دوم درجه تابع برای f(x) = f−١(x) معادله�ی :x٢ +a فرم به دوم درجه تابع

کنیم، حل را معادله اگر مͬ�باشد. x٢ + a =
√

x − a صورت به است، حقیقͬ پارامتر ͷی a و

داشت: خواهیم

x۴ + ٢ax٢ + a٢ = x − a ⇒ x۴ + ٢ax٢ − x + a٢ + a = ٠ ⇒



۶٧ جبر و هندسه زمینه�ی در � ریاضͬ مختلف مفاهیم بین ارتباط ایجاد ۴.٣

x۴+٢ax٢+x٢−x٢−x+a٢+a = ٠ ⇒ x۴+(٢a+١)x٢−x٢−x+a٢+a = ٠ ⇒

(x٢ + (a +
١
٢
))٢ − (a +

١
٢
)٢x٢ − x + a٢ + a = ٠ ⇒ (x٢ + (a +

١
٢
))٢(x +

١
٢
)٢ = ٠

(x٢ + x + (a + ١))(x٢ − x + a) = ٠

معادله��ی دو این اگر .(x٢ − x + a) = ٠ یا x٢ + x + (a + ١) = ٠ که است معنͬ بدین این

داریم: گاه آن کنیم، حل را دوم درجه�ی

x١,٢ =
−١±

√
١− ۴(a + ١)
٢

, x٣,۴ =
١±

√
١− ۴a
٢

جواب�های که داد نشان مͬ�توان نیستند. قبول قابل حقیقͬ اعداد مجموعه�ی در جواب�ها همه�ی

با و معادله هندسͬ نمایش با مͬ�توان همچنین .(۴ (شͺل مͬ�باشند درست جدول در شده ارائه

فهمید. بهتر را مسأله جئوجبرا از استفاده

a ∈ (−∞, ٠) x =
١ +

√
١− ۴a
٢

a ∈ (٠, ١
۴
) x١,٢ =

١±
√
١− ۴a
٢

a =
١
۴

x =
١
٢

a ∈ (
١
۴
, +∞) ندارد جواب

۴ شͺل

کسب فرآیند توسعه�ی در را جئوجبرا دارد امͺان چͽونه که مͬ�دهند نشان خوبی به قبل مثال�های

بͽیریم. کار به GP مسأله مولد با مسائل تولید روش همچنین و آموزش طریق از ریاضͬ دانش

مدرسه، در ترکیبی هندسه�ی و تحلیلͬ هندسه�ی جبر، ریاضͬ، آنالیز بین ارتباط ایجاد با همچنین

خلاقیت از بیشتر استفاده�ی امͺان همچنین و کرده علاقه�مند ریاضیات به را دانش�آموزان مͬ�توانیم

کنیم. فراهم آن�ها برای را فردی

معکوس تابع مفاهیم مͬ�تواند معلم ͷی است. دانش�آموزان ریاضͬ دانش نبودن مجزا مهم نکته�ی

ببینند را مفهوم این آسانͬ به مͬ�توانند دانش�آموزان و دهد توضیح را مختلف توابع نمودارهای و

عنوان به مͬ�تواند جئوجبرا جا این در هستند. متقارن y = x خط به نسبت f−١ و f مثلا́ که



۶٨ جبر و هندسه زمینه�ی در � ریاضͬ مختلف مفاهیم بین ارتباط ایجاد ۴.٣

جواب�های یافتن با مͬ�توانند همچنین دانش�آموزان رود. کار به نمودارها رسم برای سودمند ابزاری

دیͽر و لͽاریتمͬ نمایی، مثلثاتͬ، (توابع دیͽر ریاضͬ توابع برای f(x) = f−١(x) معادله�ی عددی

ریاضیات از دیͽری قسمت�های برای مͬ�تواند مسائل تولید روش دهند. توسعه را روش این توابع)،

ببینید). را [Tka٠٧] و [H+٠٩] ،[Bil١٠] بیشتر، کاربردهای مشاهده�ی (برای باشد مفید مدرسه

جبر و هندسه پیوند در دیͽر دیدگاهͬ ٣.۴.٣

است. مسأله ͷی با شدن درگیر برای مختلف دیدگاه�های از استفاده جبر، و هندسه پیوند دیͽر راه

سه�تایی یافتن مͬ�گیریم: نظر در را اعداد نظریه�ی در مسائل قدیمͬ�ترین از ͬͺی مطلب، این شرح برای

برقرار رابطه اگر مͬ�کنند. صدق فیثاغورس رابطه�ی در که (a, b, c) اعداد تمام سه�تایی فیثاغورس،

صحیح مقادیری قائم�الزاویه، مثلث اضلاع اگر امˁا است. اعداد نظریه�ی در مسأله ͷی فقط این باشد،

برای کنیم. پیدا دست آن�ها به مͬ�توانیم شهود طریق از تنها که مͬ�شود حاصل نتایجͬ باشند، داشته

هندسه�ی از استفاده مͬ�کنیم. استفاده پویا هندسه�ی از قبل، دیدگاه همانند موضوع، این بهتر درک

آن�ها اضلاع که مختلف، مثلث�های ایجاد برای رئوس کشیدن و شͺل رسم با که مͬ�کند، ͷکم پویا

دقیق طور به را نتایج آن مͬ�توانیم جبر کمͬ ͷکم به که برسیم نتایجͬ به هستند، صحیح مقادیر

کنیم. اثبات

خارجͬ و داخلͬ محاطͬ دوایر و محیطͬ دوایر مͬ�باشند، دوایر مثلث، با مرتبط اشͺال دسته از ͬͺی

این در امˁا مͬ�شوند. مشخص زاویه�ها نیمساز طریق از دوایر این مراکز مͬ�دانیم که همانطور مثلث.

بپردازیم. دوایر این شعاع بررسͬ به خاص طور به مͬ�خواهیم قسمت،

در که چه آن مͬ�کنیم. رسم را قائم�الزاویه مثلث از خاص نوع این محیطͬ دایره�ی مرحله، اولین در

در و محیطͬ دایره�ی قطر قائم�الزاویه، مثلث وتر که است این مͬ�کنیم مشاهده مختلف ترسیمات

مͬ�شود صحیح عددی حالات، بعضͬ در و مͬ�شود گویا عددی همواره محیطͬ، دایره شعاع نتیجه

مͬ�دهیم. ارائه بیشتری توضیح ادامه در که

رسم را صحیح اضلاع با قائم�الزاویه مثلث چند داخلͬ و خارجͬ محاطͬ دوایر بعد، مرحله�ی در

محاطͬ دوایر شعاع که است این مͬ�کنیم، استنباط شهودی صورت به چه آن مرحله، این در مͬ�کنیم.
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محیطͬ دوایر شعاع و فیثاغورس سه�تایی�های :۵.٣ شͺل

از تنها که نتیجه�ای بود، خواهد صحیح عددی صحیح، اضلاع با قائم�الزاویه مثلث خارجͬ و داخلͬ

بردیم. پی آن به خاص) فرمول�های و روابط طریق از نه (و مختلف اشͺال رسم طریق

صحیح اضلاع با قائم�الزاویه مثلث در مͬ�پردازیم. دیده�ایم، چه آن اثبات به جبر از استفاده با اکنون

جواب�های تمام بدیهͬ طور به ،x٢ + y٢ = z٢ داشت: خواهیم فیثاغورس قضیه�ی به توجه با و

و X = x
z
که X٢ + Y ٢ = ١ معادله�ی حقیقͬ جواب�های یافتن با قبل معادله�ی ناصفر حقیقͬ

حقیقͬ جواب�های تمام ٠ ≤ α ≤ ٢π ازای به Y = cosα و X = sinα است. معادل Y = y
z

Y =
١−tan٢(α

٢ )

١+tan٢(α
٢ )

و X =
٢tan(α

٢ )

١+tan٢(α
٢ )

نتیجه: در مͬ�دهد. ما به را X٢ + Y ٢ = ١ معادله�ی

برای بود. خواهند Y = ١−t٢

١+t٢
و X = ٢t

١+t٢
صورت به جواب�ها t = tanα

٢ دادن قرار با

صحیح اعداد b و a که ،t = a
b
دهیم قرار اگر حال باشد. گویا باید t ،Y و X گویای جواب�های

،x = ٢lab صورت به x٢ + y٢ = z٢ معادله�ی صحیح جواب�های تمام گاه آن ،(a, b) = ١ و

صرفه�نظر کار ادامه�ی برای l ضریب از مͬ�توانیم مͬ�باشند. z = l(a٢ + b٢) و y = l(a٢ − b٢)

کرد. تبدیل دیͽر جواب ͷی به مͬ�توان l ضرب با را شده داده صحیح جواب هر که چرا کنیم.

که z = a٢ + b٢ و y = a٢ − b٢ و x = ٢ab بͽیریم: نظر در را جواب�ها این که کافیست پس

.(a, b) = ١
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داخلͬ محاطͬ دوایر شعاع صحیح مقادیر و فیثاغورس سه�تایی�های :۶.٣ شͺل

خارجͬ محاطͬ دوایر و (R) محیطͬ دایره�ی شعاع به مربوط فرمول در رابطه�ها این جایͽزینͬ با

به کردیم، استنباط و ملاحظه شهودی صورت به چه آن دقیق اثبات ،(r) داخلͬ و (rz و ry ،rx)

مͬ�آید. دست

.p = ١
٢(x + y + z) مͬ�دهیم قرار و ،S = xy

٢ با است برابر مساحت قائم�الزاویه مثلث در

در و R = xyz
۴(xy

٢ )
= z

٢ = a٢+b٢

٢ پس مͬ�آید، دست به R = xyz
۴S فرمول از محیطͬ دایره�ی شعاع

بود. خواهد صحیح عددی باشند، فرد b و a اگر که مͬ�باشد، گویا عددی R نتیجه

r =
S

p
⇒ r =

xy

x + y + z
=

(٢ab)(a٢ − b٢)

(٢ab) + (a٢ − b٢) + (a٢ + b٢)

=
(٢ab)(a٢ − b٢)

٢a٢ + ٢ab
=

ab(a + b)(a − b)

a(a + b)

= b(a − b)

مثلث خارجͬ محاطͬ دوایر شعاع ادامه، در بود. خواهد صحیح داخلͬ، محاطͬ دایره�ی شعاع پس

مͬ�کنیم. بررسͬ را قائم�الزاویه



٧١ جبر و هندسه زمینه�ی در � ریاضͬ مختلف مفاهیم بین ارتباط ایجاد ۴.٣

محاطͬ دوایر شعاع صحیح مقادیر و فیثاغورس سه�تایی�های :٧.٣ شͺل

rx =
S

p − x
⇒ r =

xy
٢

١
٢(x + y + z) − x

=
xy

x + y + z − ٢x
=

xy

y + z − x

=
٢ab(a٢ − b٢)

(a٢ − b٢) + (a٢ + b٢) − (٢ab)

=
٢ab(a٢ − b٢)

٢a٢ − ٢ab
=

ab(a + b)(a − b)

a(a − b)

= b(a + b)

دوایر این شعاع بنابراین مͬ�آوریم. دست به را rz = a(a + b) و ry = a(a − b) مشابه طریق به

بود. خواهد صحیح عددی هم محاطͬ

داده شرح که دیدگاهͬ دو هر ریاضͬ، مختلف مفاهیم بین ارتباط ایجاد در که است توجه شایان

هندسه، و جبر پیوند راه دو شرح از پس که مطلوبست مͬ�برند. بهره عددی تکنولوژی�های از شدند،

مͬ�برد. جلو به هم موازات به پیشرفته�تر سطوح در را جبر و هندسه که کنیم ذکر را ریاضͬ از شاخه�ای
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محاطͬ و محیطͬ دوایر شعاع و فیثاغورس سه�تایی�های :٨.٣ شͺل

جبری هندسه�ی ۵.٣

مثال مͬ�شود. آینده در عمیق روابطͬ و دوستͬ�ها به منجر زمان از برهه�ای در نابجا دشمنͬ�های گاهͬ

ژان شعار با میلادی ١٩۵٨ سال در مͬ�باشد. هندسه و جبر بین دوگانگͬ همین موضوع، این آشͺار

متأسفانه گرفتند. فاصله هم با بسیار هندسه و جبر مثلث»، بر مرگ و اقلیدس بر «لعنت دیودونه: پل

جمله از کشورها، بیشتر در که شد باعث شعار این کردند. تکرار را شعار این زیادی ریاضیدانان

کشورهایی تنها شود. کاسته چشم�گیری طور به دبیرستان در هندسͬ مطالب تدریس حجم از ایران،

نشدند. شعار این تسلیم دیͽر کشور چند و هلند ایتالیا، سابق، شوروی نظیر

مشخص کاملا́ آن اعضای ظاهراً که بودند فرانسوی ریاضیدانان از گروه ͷی بورباک١٨ͬ، مثال برای

نیز مسیر این در که کنند تعیین خود ابتکار و دلخواه به را ریاضیات مسیر که بودند آن بر و نبودند

خودداری نمودار و شͺل بردن کار به از خود کتاب�های و نوشته�ها در آن�ها شدند. موفق اندازه�ای تا

آن�ها بودند. مخالف آن ͷکلاسی شͺل به اقلیدسͬ هندسه�ی با که بود دلایلͬ از ͬͺی این و مͬ�کردند

در و کند هدایت اشتباه اثبات به را ما است ممͺن هندسه، در نمودارها و اشͺال که بودند معتقد

نرم�افزارهای وجود با امروزه مͬ�دانستند. مناسب�تر را تحلیلͬ هندسه�ی و خطͬ جبر روش�های واقع

١٨Bourbaki
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هندسه مطالعه�ی برای خوبی انگیزه�ی خود بلͺه نیستند، مشͺل�زا تنها نه هندسͬ اشͺال دیͽر ریاضͬ،

هستند.

مانند دو این «تفاوت مͬ�گوید: اتیا مایͺل که همانطور جبر. یا است بهتر هندسه بͽوییم نمͬ�توانیم

دو هم هندسه و جبر است». دو این بودن انسان مهم است. بودن زن و مرد در انسان�ها تفاوت

را دیͽری جای تنهایی به نمͬ�تواند کدام هیچ و وابسته�اند همدیͽر به هستند، ریاضیات از شاخه

و توأمان را هندسه و جبر که است ریاضیات وسیع قلمروهای از ͬͺی جبری هندسه�ی امروزه بͽیرد.

ارتباط و مͬ�پردازد جبری منحنͬ�های مطالعه�ی به جبری هندسه�ی مͬ�برد. کار به یͺدیͽر با ترکیب در

دارد. اعداد نظریه�ی و توپولوژی مختلط، اعداد آنالیز با عمیقͬ و وسیع

بر باستان یونان ریاضیدانان و میلاد از قبل پنجم قرن به ریاضͬ مبحث این ریشه�های از برخͬ

باشیم، داشته مربع قاعده�ی با قائم منشور ͷی اگر که بود این دوران آن مسائل از ͬͺی مثلا́ مͬ�گردد.

a ضلع به مربعͬ منشور، قاعده�ی اگر دیͽر عبارت به بود؟ خواهد برابر حجم نظر از مͺعبی چه با

ضلع طول مͬ�خواهیم گاه آن ،a.a.b با است برابر آن حجم گاه آن باشد، b منشور ارتفاع و باشد

سوم ریشه�ی باید دیͽر عبارتͬ به باشد. منشور حجم اندازه�ی به آن حجم که کنیم حساب را مͺعبی

کنیم. حساب را a.a.b

داده�اند. انجام فعالیت�هایی نیز خیام عمر حͺیم و هیثم ابن مانند دیͽری دانشمندان زمینه، این در

مسائل کرد. پیدا دایره با سهمͬ ͷی قطع راه از را سوم درجه معادلات حل عمومͬ روش خیام،

دوران بعد، قرون در مͬ�پرداخت. جبری منحنͬ�های مقاطع یافتن به بیشتر جبری، هندسه�ی در اولیه

نیوتون، فرما، دکارت، پاسͺال، تاتاگلیا، کاردانو، مانند دانشمندانͬ نیز رنسانس از بعد و رنسانس

به رشته این بیستم، و نوزدهم قرن در کردند. توجه موضوع این به دیͽران و اویلر لاگرانژ، لایبنیتز،

دیͽری متعدد مباحث و تصویری هندسه�ی تبدیلات، مانند مباحثͬ و رسید شͺوهمندی شͺوفایی

کدهای ،ͷرباتی کنترل، تئوری آمار، زمینه�های شامل جبری هندسه�ی کاربردهای گرفت. بر در را

بسیاری و ͷفیزی اقتصاد، شیمͬ، بیولوژی، بازی، تئوری هندسͬ، مدلسازی ،ͷژنتی خطا، تصحیح

است. دیͽر زمینه�های از

«ریاضͬ» از عادی مردم که همانطور که است این جبری هندسه�ی زمینه�ی در تأمل قابل نکته�ی امˁا

ریاضͬ از چرا که نمͬ�دانند مردم مͬ�ترسند. جبری» «هندسه�ی از اکثراً هم ریاضیدانان مͬ�ترسند،
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مͬ�دانند. را جبری هندسه�ی از خود ترس دلیل ریاضیدانان ولͬ مͬ�ترسند،

است. شده ریاضͬ کارشناسͬ دوره�ی دروس وارد گذشته دهه�ی سه - دو در جبری هندسه�ی درس

انتشار شاهد هم باز ولͬ شده، نوشته مقدماتͬ جبری هندسه�ی زمینه�ی در کتاب ده�ها از بیش امروزه

عنوان به است. قبلͬ کتب از بهتر آن�ها کتاب مͬ�کنند ادعا که هستیم زمینه این در جدیدی کتب

کنید: توجه زیر کتاب�های لیست به مثال

1. Introduction toAlgebraicGeometry; B.Hassett; CambridgeUniv. Press,

2008.

2. An Invitation to Algebraic Geometry; K. E. Smith, L. Kahanpaa, P.

Kekalainen, W. Traves; Springer, 2000.

3. Elementary Algebraic Geometry; K. Hulek; AMS, 2003.

4. AlgebraicCurves andOne-dimentional Fields; F. Bogomolov, T. Petrov;

AMS, 2002.

5. Conics and Cubics; R. Bix; Springer, 1998.

6. Undergraduate Algebraic Geometry; M. Reid; Cambridge Univ. Press,

1998.

7. Elementary Geometry of Algebraic Curves; C. G. Gibson; Cambridge

Univ. Press, 1998.

8. Algebraic Geometry for Beginners; C. Musili; Hindustan Book Agency

(India) 2001.

9. Algebraic Curves; W. Fulton; Benjamin, MA, 1969.

10. Algebraic Curves; R. J. Walker; Springer 1978.



٧۵ جبری هندسه�ی ۵.٣

11. Algebraic Geometry: A First Course; J. Harris; Springer, 1992.

دارد، کتب دیͽر بر مزایایی قسمت�هایی در ͷی هر و هستند خوب کتاب�ها این از کدام هر چه اگر

را حداکثری اهداف که باشد کتابی تنهایی به نمͬ�تواند کدام هیچ که هستند عقیده این بر اکثراً امˁا

صحبت چیز چه درباره�ی باید مͬ�دانند کتاب�ها این نویسندگان واقع در کند. محقق درس این در

کنند. صحبت آن به راجع باید چͽونه نمͬ�دانند که است این مشͺل ولͬ کنند،

دارند. مشͺل جبری هندسه�ی تدریس چͽونگͬ مورد در ریاضیدانان همه�ی گفت: باید حقیقت در

مشͺل این درباره�ی بحث به سودمند ولͬ ساده پیوندی بیان با کجاست؟ در مشͺل این ریشه�ی امˁا

مͬ�پردازیم.

ریاضͬ در ماری پیوند ١.۵.٣

باشیم، داشته مار داستان از مͬ�توانیم که نتیجه�ای به ادبی�تر، چارچوبی در مشͺل این بررسͬ برای

دارد: جنبه دو آن همراه به مار شͺل کشیدن و «مار» کلمه�ی نوشتن مͬ�کنیم. رجوع

موضوع مار، شͺل روی از که مͬ�کند ͷکم ندارند، خواندن قدرت که بی�سواد یا کم�سواد افراد -به

دریابند. را

است. موجودی چͽونه مار که مͬ�فهمند آن شͺل دیدن با باشند، ندیده مار که باسوادی -افراد

مار خود زیر، شͺل به ساده پیوند ͷی انجام با مͬ�نویسد، را «مار» کلمه�ی که کسͬ است بهتر پس

متفاوتͬ موجودهای و داد انجام مختلف صورت�های به مͬ�توان را ساده پیوند این دهد. نشان هم را

آورد. دست به هستند، «مار» همه که

دهیم. انجام ریاضͬ در باید که است کاری این حقیقت در مͬ�نامیم. ماری» «پیوند را ساده پیوند این

مͬ�کنیم. بررسͬ را ریاضͬ در ماری پیوند مثالͬ ارائه�ی با چͽونه؟ امˁا

جواب�های فقط زیر دوری دستگاه اگر تنها و اگر مثلث�اند، ͷی اضلاع c و b ،a حقیقͬ اعداد مثال:

باشد. داشته مثبت
a = x + y

b = y + z

c = z + x
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z = b+c−a
٢ و y = a+b−c

٢ ،x = a+c−b
٢ صورت به یͺتایی جواب�های دارای دستگاه این حل:

به پاسخ برای ͬͺکم جبری، حل هستند؟ مثلث از قسمت�هایی چه z و y و x این امˁا مͬ�باشد.

هندسه سراغ به پس ندادیم. نشان را آن شͺل ولͬ مثلث، نوشتیم فقط واقع در نمͬ�کند. سؤال این

مͬ�رویم.

یͺتایی صورت به قبل، شͺل مطابق مثلث اضلاع جداسازی که مͬ�گوید ما به دستگاه جبری حل

نادیده و جبر به بودن متکͬ فقط یعنͬ مرحله این در توقف نیست. کافͬ این امˁا است. امͺان�پذیر
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در مͬ�کنیم. رسم هندسͬ مفاهیم از استفاده با را دقیق�تری شͺل پس مسأله. هندسͬ تعبیر گرفتن

این مͬ�کند. ایجاد مثلث اضلاع روی داخلͬ محاطͬ دایره�ی که هستند پاره�خط�هایی z و y و x واقع

هندسه�ی در که است کاری و است ماری» «پیوند همان این و بود بالا دوری دستگاه هندسͬ حل

یعنͬ ریاضͬ. در ماری» «پیوند همان یعنͬ جبری» «هندسه�ی دیͽر: عبارت به مͬ�شود. انجام جبری

قدرتمند شͺلͬ هندسه حقیقت در بͺشیم. تصویر به «هندسه» وسیله�ی به را آن و «جبر» بنویسیم

(هندسه�ی ریاضͬ در ماری پیوند از دیͽر مثال چند است. جبر نمایش و کشیدن تصویر به برای

مͬ�کنیم. بیان را جبری)

مثال ٢.۵.٣

و کشیده تصویر به را مختلف مسائل ملموس�تر شیوه�ای به مͬ�توانیم جبر، و هندسه پیوند ͷکم به

کنیم. حل

دهیم: قرار و باشند، مثلث ͷی اضلاع c و b ،a اگر .١

a + b

c
= ١ + α
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a + c

b
= ١ + β

b + c

a
= ١ + γ

مͬ�باشد. متساوی�الاضلاع مثلث برای فقط تساوی حالت و αβγ ≤ ١ گاه آن

گاه: آن ،(a+b
c

− ١)(a+c
b

− ١)( b+c
a

− ١) ≤ ١ که: دهیم نشان باید حل:

(a + b − c)(a + c − b)(b + c − a) ≤ abc

داشت: خواهیم آن جواب�های و قبل مثال در شده ارائه دوری دستگاه به توجه با

٨xyz ≤ (x + y)(y + z)(x + z)

هندسͬ - حسابی نامساوی و است، برقرار همواره هندسͬ - حسابی نامساوی طبق قبل رابطه�ی که

است. ماری» «پیوند ͷی هم

کنند: صدق زیر رابطه�های در z و y ، x حقیقͬ عدد سه اگر .٢
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 ٠ < x < ١ , ٠ < y < ١ , ٠ < z < ١

x + y + z = ٢

است: برقرار زیر نامساوی گاه آن

xyz ≥ ١)٨− x)(١− y)(١− z)

اندازه�ی و c و b ،a ترتیب به را AB ،CA ،BC اضلاع طول�های ABC دلخواه مثلث در حل:

المرکزین خط طول و مثلث داخلͬ محاطͬ و محیطͬ دوایر شعاع�های طول�های مͬ�نامیم. S را سطح

داریم: اویلر قضیه�ی بنابر مͬ�نامیم. d و r ،R ترتیب به را دایره دو این

(١) d٢ = R٢ − ٢rR

مͬ�شود: نتیجه (١) ی رابطه از

(٢) R ≥ ٢r

که مͬ�دانیم طرفͬ از


٣. R = abc

۴S

۴. r = S
p

, p = ١
٢(a + b + c)

۵. S =
√

p(p − a)(p − b)(p − c)

خواسته نامساوی z = c
p
و y = b

p
،x = a

p
دادن قرار با و (۵) و (۴) ،(٣) ،(٢) رابطه�های از

مͬ�شود. اثبات شده

آن و کنیم، بیان ملموس شیوه�ای به را است جبری هندسه�ی تدریس در که مشͺلͬ مͬ�توانیم اکنون

در را چیز همه مͬ�خواهیم و نکرده توجه دبیرستان در درس این پایه�های به ما که است این مشͺل
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هندسه�ی و تحلیلͬ هندسه�ی و بوده غافل ماری» «پیوند انجام از دبیرستان در کنیم. شروع دانشͽاه

ما که جبری، هندسه�ی مبحث نیست بهتر آیا کرده�ایم. تضعیف کاملا́ یا گذاشته کنار را اقلیدسͬ

با مͬ�کنیم، تعریف میدان ͷی روی چندمتغیره چندجمله�ای�های ریشه�های مطالعه�ی عنوان به را آن

در که f(x) = x٢−٣px٢+(p٢+r٢+۴rR)x−۴rR کنیم: شروع روبرو چندجمله�ای معرفͬ

اضلاع به مثلثͬ محیط نصف و محیطͬ دایره�ی شعاع محاطͬ، دایره�ی شعاع ترتیب به p و R و r آن

عبارت به هستند. مثلث اضلاع همان آن ریشه�های که دهیم نشان راحتͬ به و مͬ�باشند، c و b و a

مثلث�ها همه�ی برای و مͬ�کند برقرار هندسͬ موجود شش بین ماری» «پیوند ͷی معادله این دیͽر،

چندجمله�ای�های یافت. دیͽری ماری» «پیوندهای مͬ�توان چندجمله�ای این به توجه با است. درست

این کمبود قبیل. این از و باشند مثلث ͷی ارتفاع�های مثال عنوان به آن، ریشه�های که دیͽری

است. بوده بورباکͬ شعاع منفͬ تأثیر شاید جبری هندسه�ی کتب در ماری» «پیوندهای



۴ فصل

پیشنهادات و نتایج

آموزشͬ برنامه�ی در اثبات ١.۴

که است هندسͬ اثبات برای روش�هایی کشف ریاضیات، دهندگان آموزش برای اصلͬ چالش

تفاوت�های باشد. دارا را تأیید و توجیه این�ها، کنار در و توضیحͬ اکتشافͬ، فصاحتͬ، کارکرد�های

وجود اثبات رفتار با رابطه در مختلف کشورهای در ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی در ملاحظه�ای قابل

کشورها این از کمͬ تعداد برنامه�ی به تنها هوشیاری، با نتایج تعمیم و گیری نتیجه برای باید ما و دارد

کدام براساس دانش�آموزان پاسخ�های که دریابیم تا کنیم تلاش همیشه باید ما علاوه به کنیم. توجه

نادیده چیزی چه و است شده چیزی چه بر تأکید آن�ها آموزشͬ برنامه�ی در آن�هاست، آموخته�های

اذهان در مناسبی طور به تا دارد دقیق و خوب خیلͬ تدریس ͷی به نیاز ریاضͬ اثبات مͬ�شود. گرفته

بͽیرد. جای دانش�آموزان

جبری تفکر و جبر ٢.۴

مانند هستند. عمومͬ مشͺلات مͬ�کنند، تجربه جبر مطالعه�ی در دانش�آموزان که مشͺلاتͬ از برخͬ

مانک، و هد لوک (کلمنت، است آمده دست به مطالعات بسیاری در که کردن معکوس در خطا
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مورد هندسͬ مفاهیم با مͬ�رسد نظر به که ،١٩٩٢)١ فیلیپ، ،١٩٨٣ سیمزنایت، و کاپوت ،١٩٨١

مͬ�شود. مسأله�ساز دانش�آموزان برای جبری مفهوم دیͽر، حالات در دارند. ارتباط مسائل در استفاده

پیشنهاد رو این از مͬ�دهند. قرار تأکید مورد و کرده بیان را هندسه در جبر اهمیت تحقیقات، بعضͬ

شوند. وارد هندسه کلاس به سپس باشند، داشته جبر در بهتری آمادگͬ قبل از دانش�آموزان که مͬ�شود

متمرکز موجود جبری تفکر گوناگون جنبه�های بر دقت با باید دبیرستان، سطح در هندسه آموزش

بحث کلاس در باید متغیرها و مجهول�ها ثابت، مقادیر مانند نمادها از متعدد استفاده�های باشد.

شود. واضح کاملا́ دانش�آموزان برای باید آن مرجع و نماد ͷی بین ارتباط خصوص به شوند.

دستکاری مربوط کمͬ مقادیر از بیشتر که مͬ�کنند تلقͬ نمادهایی مانند را متغیرها غالباً دانش�آموزان

مͬ�شوند.

مشͺل دانش�آموزان برای ساده معادلات به پاسخ که مͬ�کنند بیان ٢(١٩٩۶) مور میتکل و وایت

رو، این از است. مشͺل�ساز آن�ها برای مجهولͬ چند معادلات به پاسخ ولͬ نمͬ�رسد، نظر به

برای را خود دانش و مهارت�ها کافͬ قدر به دانش�آموزان که باشد گونه�ای به باید هندسه آموزش

چارچوب ͷی گرفتن نظر در موضوع، بیشتر درک برای راه ͷی دهند. گسترش معادلاتͬ چنین حل

واضح خوبی به جبری تفکر برای مͬ�تواند که بود خواهد ون�هیلͬ مانند مراتبی، سلسله صورت به

مͬ�طلبد، هندسͬ زمینه�های در را گوناگون جبری تفکر که تمرین�هایی از استفاده همچنین باشد.

برای مسأله حل توانایی�های است ممͺن بیشتر تحقیق که این نهایت در شود. گرفته نظر در مͬ�تواند

برای دانش�آموزان که کند بیان و کند مرتبط جبر در زمینه�هایشان پیش به را، هندسه در دانش�آموزان

دارند. نیاز جبر به هندسͬ مسائل حل در بیشتر توانایی

هندسه ٣.۴

خلاق شهودی، دیداری، مهیج، و سرگرم�کننده که است ریاضیات درسͬ برنامه�ی از بخشͬ هندسه

منتقل خود دانش�آموزان به را آن و بͽیرید کار به را خود تصور مͬ�باشد. نیاز مورد و تقاضا مورد و

١Clement, Lockhead & Monk, sims-knight, Philipp
٢White & Mitchelmore
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کنید، آویزان کلاس سقف از را هندسͬ مدل�های کنید، خلق خوب خیلͬ کلاسͬ نمایش�های کنید.

کنند، درک را تعاریف بͽویید آن�ها به کنید. درگیر تصویری اشیاء و اشیا ساخت در را دانش�آموزان

و مͬ�شوند خسته ریاضیات مطالعه�ی از دانش�آموزان از بسیاری کنند. کشف را منطقͬ نتایج سپس

کند. ͷکم آن�ها نگه�داشتن سرگرم و کردن درگیر به مͬ�تواند هندسه مͬ�کنند. رها را آن

آن در که است قرنͬ یͺم، و بیست قرن که مͬ�کند بیان محاسباتͬ تکنولوژی در جدید گسترش�های

پرورش مهم مهارت�های آن همه�ی که است جایͽاهͬ هندسه هستند. حیاتͬ تجسم، و فضایی تفکر

کنید. ایجاد دانش�آموزان در را هندسͬ تفکر و کنید سرگرم هندسه با را خودتان یافته�اند.

از: عبارتند بدانیم آن�ها مورد در باید که هندسه گسترش از مواردی

به هندسͬ اشیاء توصیف برای که روندهایی و جبری نماد�سازی در تحلیلͬ هندسه�ی گسترش -١

مͬ�شود؛ گرفته کار

مسائلͬ جواب و مسطح منحنͬ�های از دیͽر خانواده�های و مخروطͬ مقاطع طبقه�بندی و مطالعه -٢

دارد؛ بر در را آن�ها که

شد؛ تصویری هندسه�ی اساس و پایه حوزه�ها) دیͽر و نقاشͬ (در شͬء تجسم مسأله�ی چͽونه -٣

انحنای و خم طول برای تحلیلͬ عبارات ایجاد (با شد آغاز دیفرانسیل هندسه�ی حوزه�ی چͽونه -۴

شد؛ داده تعمیم بعدی هر با فضاها به ایده�ها این چͽونه و رویه�ها) متعاقباً و مسطح منحنͬ�های

نااقلیدسͬ؛ هندسه�ی ۵-گسترش

هندسه�ها؛ طبقه�بندی -۶

توپولوژی. گسترش -٧

تناسب ۴.۴

کار به هنری کار ͷی مختلف بخش�های موزون یا هدفمند تقویت برای اغلب تناسب، اصطلاح

آمده وجود به قراردادن، هم کنار ماهرانه معنͬ به (concintas) لاتینͬ واژه�ی از تناسب مͬ�رود.

و مͬ�شود برده کار به بیشتر موسیقͬ بحث در تناسب چه (اگر موقعیتͬ یا موضوع هر برای و است



٨۴ جبر و هندسه ۵.۴

آن، مانند و ریتم هارمونͬ، ملودی، – موسیقͬ قطعه ͷی مختلف قسمت�های که است معنͬ بدین

رود. کار به مͬ�تواند مͬ�کنند) تقویت را همدیͽر

در مخصوصاً باشیم، ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی در بیشتری تناسب دنبال به است ممͺن آینده در

توسط رویͺرد این هندسه. و جبر پیوند وسیله�ی به ریاضͬ، تفکر هدفمند و موزون تقویت اصطلاح

هندسͬ - جبری «تقابل قرارگرفت: حمایت مورد شناسͬ معرفت منظر از (٢٠٠٧) جیاکوینتو٣

مͬ�کند». ارائه را جانبه همه دید ͷی به شبیه چیزی کند، بیان را دوگانگͬ ͷی که این از بیشتر

جبر و هندسه ۵.۴

ریاضیات آموزشͬ برنامه�ی در بیشتر تناسب است. ارزشمند اتیا و بل کاکستر، سخنان بر بیشتر تأمل

پیشنهاد هم کاکستر که همانطور سازد، قادر را ما است ممͺن جبر و هندسه پیوند وسیله�ی به مدرسه

تدریس برای زمان کمͬ تا کنیم تدریس کمتر زمان در را خطͬ جبر و ریاضͬ مشابه مقدار کند، مͬ

ریاضیات از دیͽری بخش هر از غنͬ�تری جایͽاه هندسه بل، استدلال مطابق بماند. باقͬ هندسه

ریاضͬ تفکر آموزش برای ایده�ها از غنͬ منبع ͷی مͬ�تواند چͽونه هندسه که مͬ�دهد نشان و است

باشد.

نه . است ریاضیات از قدرتمندی بخش عنوان به واقع در هندسه مͬ�کند، اشاره اتیا که همانطور

نیستند. گونه این که چیزهایی برای حتّͬ بلͺه هستند، هندسͬ آشͺارا طور به که چیزهایی برای تنها

گسترش و ترویج را تفکر از ͷسب دو باید ما هستند. واضح آموزشͬ «مفاهیم کرد: بیان اتیا چنانکه

هندسه که مͬ�کنم گمان و کنیم تأکید دیͽری از بیشتر ͬͺارزشی بر که است، اشتباه این واقع دهیم.در

است مفصل بحث برای موضوعͬ ذاتاً دقیق، تناسب است. شده رنج متحمل اخیر سال�های در

شاخه هندسه که است این اصلͬ نکته�ی باشد. وابسته آن�ها توانایی و دانش�آموزان سطح به باید و

(٢٠٠۴) ۴ کند». مͬ نفوذ شاخه�ها همه�ی به که است تفکر برای راهͬ امˁا نیست، ریاضیات از بزرگͬ

البته و است». آن قلب جبر امˁا باشد، هندسه است ممͺن ریاضیات «روح مͬ�گوید: باره این در

٣Giaquinto
۴Usiskin
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است. بیمعنͬ زندگͬ هندسه، بدون بͽوییم مͬ�توانیم نهایتاً را. روح هم و دارد نیاز را قلب شخصهم

آینده به نگاهͬ ۶.۴
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equidistant. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مساوی. مسافت دارای
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sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دنباله

shape . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شͺل

space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضا



٩٣ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه�ی
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syntactic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترکیبی
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trajectory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر

transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تبدیل
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unknown . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجهول

variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیر

vertical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عمودی.
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Abstract: One of the difficulties in Geometry teaching in recent years,

is lack of relationship between Geometry and real world, and also the other mathematics

branches. Especially, difficulty in Algebraic Geometry teaching at university, such that

professors are not unanimous to select unified subjects to teach. So we represent the

relationship between Geometry and Algebra at elementary level in this thesis, that can

be discussed at high school. First we focus on Algebra and its necessity to teach and to

learn, and explain the role of algebraic thinking to understanding Geometry much bet-

ter, and be able to solve geometric problems better. In second chapter, we express the

importance of Geometry in school mathematics curriculum, and the high power of Ge-

ometry to link with several subjects through some examples. In third chapter, we focus

on linking Geometry and Algebra despite their dichotomy, and express some approaches

to linking them, which ends to Algebraic Geometry at high level. Finally conclusion and

recommendation will be discussed in the last chapter.


